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Resumen.El presente trabajo extiende las capacidades de los elementd@srded sin rota-
ciones (BST, EBST), desarrollados para ehbsis de superficies suaves, al estudio de super-
ficies con quiebres y ramificadas. Se realiza una redefinide la curvatura en funén del
cambio deangulo entre las normales al elemento, lo cual permite por un lado tratar cambios
deangulos arbitrariamente grandes entre elementos adyacentes y por otro introducir quiebres.
Luego se generaliza esta idea al caso @minas ramificadas. Se introduce la idea de robaci
promedio de la arista en fun@n de las rigideces relativas de los elementos adyacentes. Se pre-
sentan varios ejemplos eggimen lineal y no lineal que muestran que la formuwactonduce

a los resultados correctos.
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1. INTRODUCCION

El desarrollo deécnicas nuraricas para resolver problemas @eninas utilizandainica-
mente los desplazamientos comodgaitas ha estado principalmente centrado en &b
de diferencias finitas (ver por ejemplo las ReferericBasSin embargo la idea de desarrollar
elementos finitos deéaminas y vigas sin grados de libertad de rdinagio es nuevie’ y se han
realizado distintos intentos desde los comienzos dbdo®-1° Pero solo en ldltima decada
se ha logrado obtener elementosalaina sin rotaciones confiables para aplicaciones industria-
les!!1315Todas las aproximaciones tienen en éonta utilizacbn de una vecindad (parcela)
de elementos a los fines de definir la interpdiadile la geomeia y los desplazamientos. El
aspecto distintivo principal entre las distintas propuestas es la forma en que se aproximan las
curvaturas y la formulabn teédrica utilizada. Uno de los principales aspectos que queda por re-
solver en forma satisfactoria es el tratamiento de superficies que no son suaves o que ramifican.
La solucbn de estos aspectos es imprescindible si se pretende utilizar este tipo de elementos
en el modelado de problemas aeaaticos o en estructuras de ingemaetivil, entre otros. En
particular el caso deahminas ramificadas (esto es cuando en una arista concurrera8 sun
perficies) es el que presenta el mayor desaf

En este trabajo se abordan problemas tri-dimensionales con egpafeisic endminas no
suaves y ramificadas. Es por un lado una extenal aralisis de &minas ramificadas de de-
sarrollos previos sobre elementos @mlinas tridimensionales sin grados de libefatly por
otro lado, una extensn a tres dimensiones de un elemento unidimensional parmas de
revolucbn capaz de tratar quiebres y ramificaciotfes.

2. ELEMENTO BST CON QUIEBRES

Una de las caractisticas fundamentales de los elementos sin grados de libertad rotacionales
es que sono conformesPara introducir en forma discreta la continuidad del giro entre elemen-
tos y para la evaluagn de las curvaturas (1) se recurre a una parcela de elementos que incluye
al elemento en consideraci y a los elementos adyacentes. La parcela de elementos a partir
de la cual se evah la curvatura en un elemento se muestra en la Figura 1.a. En ella se indica
la numeradn local de los nudos, de los elementos que rodean al elemento erbouEkty
de los lados. En la Figura 1.b se indica la misma parcela sobre un dominio plano normalizado
(elemento maestro). Notar la numefiacasignada:

= los nudos del elemento principal van de 1 a 3, el nudo 4 es el opuesto al 1,el5al2y el 6
al 3.

= el ladoi es el lado opuesto al nudoen el elemento principal y el elemenices el
adyacente al mismo lado

= las conectividades en cada elemento adyacesrepiezan por el nudo extra 3).
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Figura 1: Parcela de elementos triangulares de tres nudos incluyendanguta central (M) y tres elementos
adyacentes (1,2y 3)

2.1. Evaluacbn de las curvaturas en el elemento BST
El calculo de las curvaturas de la superficie megdidefinidas por

Rag = ((p’a ’ t’ﬂ + Pg- t’oc) = —Pap t (l)

N —

en el elemento BST donde se supone que los cuatro elementos de la parcela pertenecen a una
superficie suave, resulta de la integral promedio (2.a) y de su correspondiente madifecaci
partir del teorema de la divergencia (2.b)

K12 - OA (P/22 -t d OA (28.)
2/112 °A 2(p/12 * t
nq 0
—1 )
_ / 0 [ Pt } d°r (2b)
oA oT Ny My (p,2 -t

donde’ A es elarea original del elemento”¥" el contorno del mismo con normal= (n;, nQ)T.

Las direcciones 1 y 2 son direcciones cartesianas arbitrariamente elegidas sobre la superficie
original y t™) es la normal al plano del elemento. Con un sirmice entre pa@ntesis indi-
caremos, cuando sea necesario, aejemento de la parcela se refiere ebpagtro georatrico
correspondiente. Az es la normal al elemento centraty’ es la normal al elemento ad-
yacente opuesto al nudalel elemento central. La geomietise interpola en cada elemento en
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forma independiente a partir de sus tres nudos:

3
©=> L' (n,m) ¢ 3
I=1

Evaluando la integral de contorno (2.b) a la mitad de cada lado se tiené/{¢atongitud
original de cada lado e indicando con unsutice: valores asociados al lado)

K11 3 ny O
—1 -t M)
Kiz | == E °L1 0 ng { ¥ £(M) 4)
2K A i=1 ne n ¥ i
12 2 My

i

En el BST original se evahn los gradientes en la mitad de cada lado como el promedio de los
gradientes en los elementos adyacentes alfddo

7 M
fon] =2t [+ | S ®
P2 |y 2 @y Pro
a su vez debe notarse que
(M) | (M) 0
= en el plano del elemento principal ™/} =

= en el elemento adyacen[ea,(?,cp,(;)} = [cpfff,gof;)] { T 1 y @ D — 0,

Ny —Np |,
por lo cual
K11 1 3 nq 0 )
2/4,12 = 504 Z oli 0 Ny [nl, ng]i (QO/(:L) : t(M)> (6)
K12 =1 o N

i

Si se introducen las derivadas de las funciones de fdrhak! triangulo lineal’

L o [ m 1 [
i)zl ] “

con’h; la distancia del nudéal lado opuesto. La exprési (6) puede reescribirse como

i \2
K11 3 1 (L{1)2 @ o
Ri2 | = QOAZ oL (Liy) <<P/n -t )> (8)
2K12 =1 " —2Lf1Lf2
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Estalltima expregin (8) o en fundn de las dos componentes del gradiente (4) son las que se
utilizan en el elemento BST paralculo de las curvaturas en el&isis de superficies suaves.

Para el tratamiento de quiebres y ramificaciones, dondegllo entre las normales a dos
elementos adyacentes puede ser grande, resulta necesario modificar lsddeB)jaitilizando
efectivamente elngulo entre normales y no su seno. Con este objeti2y,ses elangulo
entre la normal al elemento y la normal al elemento adyacente la proylepk‘ﬁ (M) puede
interpretarse alternativamente como

-1

. , -1
cp/(l) t) = (pi)\(’)> sin (n(z),t(M)) = (pi/\(z)) sin 2;
-1 -1
= (pAV) 29,= (pA) 2y, (©)

donde\! es el estiramiento de latina en la direcéin normal a ladmina (espesor relativo),
p; s el estiramiento de laiina a lo largo de la arista(comin a ambos elementos)nf?

es la normal al lado en el plano del elemento adyacenipdn la configuraéin deformada.
Reemplazando (9) en (8) se tiene una nueva déefimicunerica de la curvatura del elemento

i \2
ki 5.1 ({1)2 ) L
K12 ZQOAZ oL (Lfg) ' (pi)\( )> 2y, (10)
2K12 =1 " | —2L} L,

Esta redefinién de la curvatura del elemento gertilizada para el tratamiento de superficies
no suaves. La correspondiente variaginecesaria para la evaluacide la forma ébil de las
ecuaciones de equilibrio es

K 3 (L)
1 ) 1 e 27
0 K12 =2 AZ O—li (LfQ) A ) (m) (11)
2K12 i=1 —2L}4 L}, g
A continuacon se vet como evaluar (10) y (11) para el caso de quiebres y ramificaciones.
En particular lo que interesa es la defibitiy cdomputo, y su correspondiente variagj de

—1
(,oi)\(M)> 27, sobre cada ladbdel elemento de referencia.

2.2. Tratamiento de quiebres

A partir de los desarrollos del elemento denina bidimensiondf en esta secon se busca
establecer como formular con el elemento BST los casos donde hay una discontinuidad marcada
en la normal (quiebre o pliegue) en la superficie original.

Sea entonces que en la configugexcinicial exista urangulo no nuld ¢, entre las normales
a dos elementos adyacentes. En cada elemento, en el ladm cesyposible definir un triedro
local con: la normal al elemente, el lado confin®s y la normal al lado en el plano del elemento
°n = %s x °t, de tal forma que
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cos °¢; = tM) . o) — _ Onz(M) - n" (123)
sin O¢i _ ot(M) .o — onEM) . Ot(i) (12b)

Recordar que el supedice indica el elemento y el sifdice el lado, sin embargo en los
paametros evaluados en el elemeise suprime el stihdice: para aliviar la notaéin. A °n®

por ejemplo es la normal, sobre el plano tangente del elemgalttado condin con el elemento
principal. Notar que: a‘)sl(.M) = °s,; y °s"% tienen direcddn coincidente pero sentidos opuestos
en cada elemento; b) con la defiinianterior engulo®, se mide alrededor del lado com

°s; en sentido antihorario d&™) a°t®;c) elangulo inicial¢, (12) entre los vectores normales
a los elementos es el mismo que entre los vectores normales al lado sobre los planos de

cada elemento (entf@!"" y — on(®).

Figura 2: Quiebre entre dos elementos

En la configuradn deformada, usando la aproxin@tilineal sobre cada &ngulo (3), se
tienen los gradientes (es decir los planos tangentes de cada elemento) definidos sobre un sistema
arbitrario local ¢4, z2) para cada elemento:

M M % 7
[90'(1 ),90/(2 )} y [90'(1)790'(2)} (13)
cuyas normales son:

M M i i i i
() _ (D) ()0/(1 ) QO/(Q ) £ — \® 90/(1) % 90/(2) (14)
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Existiendo un lado cofm
M i
e, =pisi=pl) =~ (15)
lo cual permite definir los versores normales al lado en cada plano

ho 1
nM = — oM st — g, 5 ¢ (16a)
Pi
0 — L0 5 0 )
n' = —p, xt"W=—sxt (16b)

(]

Notar que en la configuram original las normales al contorno son equivalentes al gradiente en
dichas direccione&n = °¢p,, no a$ en la configuradin deformada.

En la configuradin deformada los vectores normaté¥) y t© (e igualmenter"” y n()
formamn unangulog,.

cos ¢; =t .t = —nEM) -n® (17a)

sin ¢, = tM) . 0 = nl(-M) @ (17b)

gue representa un cambio respecto a la configbmamiiginal:

A@ = 925@ - O¢i (18)

El cambio deangulo puede interpretarse como la robacdielativa de las normales a los ele-
mentos (en su centro) alrededor de la aristaloosnla cual a su vez cambia de dire@aien el
espacio. En la Figura 3 se muestran tales cambidseaiia utilizado para mayor claridad como
punto de vista la direcén s; tanto en la configuraén original como en la deformada. Puesto
gue se supone que los elementosiesempotrados” entre & lo largo del lado, las secciones
normales giran solidariamente en el lado émmElangulo entre las normales elementales (aso-
ciadas al centro de cada elemento) cangdurante el movimiento pero éhgulo entre los
gradientes normales al lado en el lado mismo (denotado@%y g‘o,(;) en la figura) debe
mantenerse a lo largo de todo el proceso. Al respecto en la Figura 3 se ha introducidas adem
de las configuraciones original y deformada, una configarede referencia indeformada, ro-
tada respecto a la original émgulog; definido como la rotaéin de la arista;.

Para que los gradientes normales a los Iaﬁlif)f@ y c,_o,(;) mantengan ehngulo original¢,
puede asociarse a cada elemento una aci) de su normal relativa a la rotéei de la arista
f3;,» con la condiddn

Ag ="+ (19)

Una posibilidad (basada en consideraciones de equilibrio de momentos normales a la arista) es
distribuir el cambio déangulo entre elementa&¢, en forma inversamente proporcional a la

rigidez flexional de cada elemento

3
A= 20
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= = Original .
— Deform. N
—— Referen.

Figura 3: .

con £’ el modulo de elasticidad; la relacbn de Poissor, el espesor de l@mina yh la altura
del elemento triangular (respecto a la arista @opver aderas Figura 2) de cada elemento
adyacente de tal forma que satisfagan la rélaci

(1) (0
E—t3 V(M) — E—ti‘" (@) (21)
1—12)h i 1—12)h
R 5" = RO 40 (22)

De donde puede obtenerse

(%)
(M) R _ (M)
WS R e AT A% (232
A RWM) A
B " Ad = rD A, 23b

Por otro lado si, suponiendo por un instante fija la dit@eclel lados;, denominamos:

= 3™ alangulo girado por el elementa), angulo entre™) y °t(*) (desde’t (™) aot()
medido en sentido antihorario alrededorsgle
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= 3% al angulo girado por el elemento adyacente al lacangulo entre: 9 (desde
°t() at( medido en sentido horario alrededorgie, equivalente a medlrlo antlhorarlo
alrededor de;)

(notar que amboéangulos se miden sobre el mismo ejelaabulo A¢ puede verse tamén
como la diferencia entre l@ngulos rotados por los elementos alrededor del lado (usando como
referencia la direcéins;)

Ag, = g — g™ (24)
en tanto que es posible definir @hgulo girado por el lado intersebai como el promedio
ponderado de los giros

B, =g 400 (25)

Con esta definiéin el lado (arista) rota, en tanto que el elemento de referencia rebéM)

respecto al IadowéM) = B, — 6§M)) y el elemento adyacente rotay” respecto al lado. La
definicion de IosangulosﬁgM) y 8% es conceptual pues la dirednis; no se mantiene fija en el
espacio, por lo cual no es posible ma@ﬁ’w y 3% en forma separada, de hecho lo que selgval

es (17) y con el se calculay}'” y (). Sin embargo las variaciones d€"” y 3 si pueden
calcularse sin problemas.

Si en la curvatura redefinida (10) se utiliza esta defimde IosélnguIOSng), se tiene:

i \2
K11 5.1 ( {1)2 )
Rz | =44) Sl (L) Vi (26)
2/{/12 =1 ! —2L}1L32

Observar que en realidad son cambios de curvatura porque con esta @efasccurvaturas
medidas en la configuram original son cero. Esto no es una desventaja, pues en la imple-
mentacdn se utiliza el cambio de curvatura para la evaldracie las deformaciones.

Para evaluar las variaciones de las componentes del tensor de curvaturas debe calcularse:

s S <M>5( : ) (27)
= Vi Vi
)\(M)pi )\(M)p' )‘(M)/Oi

De las dos partes que componen esta vaige@l €rmino de mayor importancia es el primero

y el segundo muchas veces puede despreciarse (en problemas lineales vale exactamente 0).
(M)

La variacbn delanguloy, ™’ resulta
M =15 (80 = M (65 = 95) (28)
5D :r§M> (MM) 0l 4+ A, 600 50 (29)
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donde los gradientes normales al lado calculados sobre el plano tangente aarepdatison
(en forma esindar):

1 dul
SpiM) = [ch), MM su? (30)
" 2 0 AM) S’

con cl(M) las proyecciones de los lados dehtrgulo principal sobre el versor a lo largo del lado
o
S;

@
CgM) — (0(,01 _ O(p3) . DSZ' (31)
@

y en forma similar para el elemento adyacente.

] (Su(z‘)l
54,0,(;) = — [cgl), ch), cg)} sul? (32)
20A() Su®3

con cl(i) las proyecciones de los lados dehtrgulo adyacente sobre el versor a lo largo del lado
— °s,; y dul®’ |a variacbn del desplazamiento del nuggnumeraaddn local sobre el elemento
i). Por ejemplo para el tingulo adyacente al lado 1 (ver Figura 1)

Cgl) _ (0502 _ 0903) . og,
Cgl) - _ (0904 . OLPZ) . oS1 (33)
cgl) _ (0903 _ 04P4) . og,

De esta forma la variagn del cambio dénguloA¢, resulta

AM) 5 £t . sul
2(80) =55 (f% [CgM)véM),céM)] £ (1) . 512
24 tM) L su3
Ny oo [P eu®!
+ O_%) [C%), cgl)’ Cgl)] t@ . su®?2 (34)
20 t@ . su®3
con lo cual (27) puede escribirse
V(M) 1
d (m) = ™ [t(M) M 4@ .5%(71)} 440D 5 <)\(M)p> )
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donde despreciaremos la influencia del seguéduino en la evaluaén de las fuerzas nodales
equivalentes. Para problemas lineales, la expresnterior resulta exactamente:

() -
5 (A&)p) =M 00 50 1 £ 6] (36)

gue reemplazado en (11) permite calcular la vabiacie la curvatura en el elemento.

3. TRATAMIENTO DE RAMIFICACIONES ENL AMINAS

El caso anterior puede verse como un caso particulargslsancillo) de que en un lado se
intersecten variasaminas (ramificac¢in). En un caso general habt superficies (elementos)
concurrentes al lada). Para simplificar la notagn, supongamos que el lado interséccsea
el primer lado (opuesto al primer nudo) de cada una de los elementos que se intersectan y que
la orientacdn del lado sea el mismo para todos (ver Figura 4). Denominemas par (fijos)

a los nudos que definen el lado (en ese orden) y que el restante nudo de aaglaldrii”
sea precisamente el nudd {genérico). En la configuradin original el plano tangente a cada
trianguloi queda definida por el versor tangente al lado @ofig(identicamente orientado en
todos los trangulos ) y la normal al mismo (saliente)

o

n; = ’s x °t® (37)

en funcbn de la normal al téngulo®t®. Lasn normales't® permiten definin — 1) angulos
independientes entre los distintostrgulos { = 1...n — 1)

COS oﬁbi — og(@) | op(itl) — op(0) | op(i+1) (38a)
sin °¢; = ‘n® . o) = _ ot . on(+1) (38b)

lo cual puede complementarse corarfulo entre eliltimo y el primero (innecesario debido a
la dependencia con los otros)

n—1
¢, = 27 —mod [Z &, | 27r] (39)

i=1

En la configuradn deformada la directn s comin a los distintos elementos aefcuyo
estiramiento eg):
_ cPK_(PJ :SOK_SOJ (40)
lp™ — 7|l Ls

que junto con la nueva normal a cada elemefitgermite calcular la normal saliente al lado

n® =s x t® (41)
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Figura 4: .
y con ellos los nuevos — 1 angulos
cos ¢; = t@ . g+ — (@) | [+ (42)

gue ha cambiado respecto a los originales un valor

Ag; = ¢; — %9, 1=1,n (43)

Como no se tiene una referencia fija para medargulos, rotado por cada elemento, se
puede suponer que el primer elemento né BtY = 0) y con ello se calculan las rotaciones
referidas a&ste. Lo cual conduce a

i—1

=3 Ad, (44)

m=1

En forma similar a la expre@n (25), la rotadn del lado se define como el promedio ponderado

_ 1 1 N L
f =t R(Z)ﬁ(l) — T(Z)ﬁ(l) (45)
s 2 2
con "
4 RG
(@ ‘v
r\ = ST RO (46)

Denominando ahora cop a la diferencia entre élngulo (promedio) rotado por la arista y el
angulo rotado por el elemento

v =8 - 89 (47)



La expresbn anterior (47) puede en general expresarse como:

I' = Cnx(n—l) A('an—l (48)
Y = Cim A¢,, (49)

A partir de la definicdbn de~;, el gradiente normal saliente al Iadﬁ? en cada uno de los
elementos concurrentes puede escribirse en sus componentes sobre una terna local

go/(,? = (cp,(;) . n(i)> n® + (gol(,? . s) s + ((,0/(1) t(i)) £ (50)
_ €087 i) SINY; ()
“w, "t tamest gt (51)

tomando la componente sobre la normal al elemento

() 4() _ Sin%‘ o Vi
Prn A, T A0, (52)

gue reemplazada en (10) permite completar la evanadée la curvatura en cada uno de los
elementos concurrentes al lado.

Para evaluar las variaciones de la curvatura (11) debe calcularse ladmadacia compo-
nente del gradiente normal al lado sobre la normal al elemento, qae@stpuesto de dos

partes:
(i), 1()) _ Vi
) (go,n t ) =94 (A%) (53)

1 1
— o+ (5 ) (54)
Al )p Al )p

donde nuevamente é@rmino de importancia es el primero.
La variacbn delangulo, resulta de observar (49) y (42)

07; = Cim 00, 1=1,n m=1n-—1
= pCim [ A0V ol 4 A | (55)

dondeégo, )son las variaciones de los gradientes normales calculados sobre el plano tangente
a cada tdngulo, en forma eghdar

ou™

1
cm) om) - (m) su’ (56)

(m)
690’71 - 2A(m)0 m > Cr HCk 5uK



con cl(m) las proyecciones de los lados de cadanmulo adyacente sobre el versor a lo largo del
lado’s

Cgm) _ (O‘pm o 090K> . Og (57)

ngn) — (OSOJ o ocpm) . °g

De esta forma la variagn delangulo~, resulta

M = (ol — °p’) . °s = °L,  (igual para todos los elementos)

n— 1 t(m) ou™
0Y; =p Cim A PYICOD [Cfff), csm), cg{ﬂ)] tm . su’
m=1 24 t(m . guk
1 t(m+1) L Sumt!
+)\(m+1) ST [Cgs”fll)’ Cgm+1)7 anJrl)] tm+1) . su’ (58)

t(m""l) . 6uK
Sin embargo la expresn anterior puede simplificarse recordando (47), con lo cual
0y, = 5B - 5ﬁ(i)

= [)\(i)t(i) o) — Z r(m) A gm) L 5p(m) (59)
m=1

con este resultado (27) resulta

Vi | e 5.0 L - (m) \(m)¢(m) | 5, (m) L
5&%@}_ [t Spr A(i);r AL 5oy X (60)

Notar que al utilizar & como lado de referencia la variaaide la rotadén de cada elemento
es

580 = —¢®. 5¢§2 (61)
Esto permite evaluar las variaciones de las curvaturas en los distintos elementos utilizando
. -1
la expresbn gerérica de tal variaéin (11), donde la forma dé R/\(’)pZ) %} sobre cada

uno de los lados dependede si el lado es parte de ubaica superficie (suave o no) (36) o
corresponde a unanlea de ramificadin (60). En la notaéin habitual del ratodo de elementos
finitos la variacbn de las curvaturas puede escribirse como:

ok = By 6u” (62)

Es necesario notar que dicha var@ctidepende de los nudos de todos los elementos que
tienen un lado coltm con el elemento de referencia. El vectaw’ agrupa entonces en un
elemento sin ramificaciones a los 6 nudos incluidos en la parcela de la Figura (1) y cuando hay
un lado ramificado a 4 &s el umero de elementos que comparten el lado. Naturalmente el
tamdio de la matriz de rigidez de cada elemento concurrente dependeéndetade indgnitas
agrupadas etu?”.



4. VARIACI ON DEL ANGULO ~ EN EL ELEMENTO EBST

En la referenci®& se ha desarrollado un elemento similar al BST pero en base al concepto de
deformaciones impuestas. La principal ventaja de este nuevo elemento (EBST) es que presenta
un comportamiento membranal similar abtigulo de deformaon lineal a diferencia del ele-
mento BST que utiliza el taingulo de deformaén constante. Para ver como aplicar algunas de
las ideas anteriores al elemento EBST, recordemos primero como se calculan las curvaturas en
dicho elemento.

La evaluadbn de la curvatura responde a la misma exprepresentada antes.
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La diferencia reside en la forma de evaluar el gradiente en la mitad de cada lado. En este caso

se propone una interpold@ci cuadatica en base a los seis nudos involucrados en una parcela
normal (ver Figura 1.b)

©=> N'(n.,n) ¢ (64)

con

N'=ns+mny, N'=2(n3—1)
(771 - 1) (65)
(772 - 1)

Como se ve en el desarrollo de este eleménhtm cada lado el gradiente queda definido
exclusivamente en fun@n de los cuatro nudos asociados a los dos elementos adyacentes al
lado (el supemdice entre pa@ntesis indica ahora evaluado a la mitad del lgdo

N? =11 + N2
N3:772+773771 NS =

E
!
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Similarmente al BST cuando se resuelve este gradiente en las dos direcciones lgsales (
al lado se anula el producto

et = 0

pues

a1
o = o (9" = ¢’)

ols



Es decir que poda utilizarse una expresn similar a (8)
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las diferencias con (8) son que hay un factor 4 y no un 2, el sign@€¢ mantiene pues ahora

go,(ff no es la componente del gradiente del elemento adyacente en lairsatiente a su
contorno, sino que es la componente saliente al elemento principal. A su vez interpretando la
proyeccon del gradiente normal al contorno sobre la normal al elemento como

A -1 . -1
90,(;) M) = — (p)\(l)> sin (n(l) -t(M)) = (,0)\(”> sin 7y,
-1 ~1
> — (M(”) V= — (M(M’) i (68)

permite recuperar la exprési (10). En estaltima expresin elanguloy; se interpreta como el
angulo que formao,(fl) con el plano tangente al elemento principal. Para el caso de superficies
inicialmente curvas, no es nulo y existen curvaturas iniciales. Es t@&nlfactible reinterpretar
~, como el cambio déngulo entre las configuraciones original y deformada y despreciar la
influencia de las curvaturas iniciales en la evaloadael gradiente de deformaci en puntos
fuera de la superficie media, en forma similar a lo hecho anteriormente. Finalmente es posible
tener en cuenta las diferentes rigideces de los elementos adyacentes y afectar dé%éctor
definido antes al valor d&y, a los fines de calcular las curvaturas.

Para evaluar las variaciones de la curvatura (11) debe calcularse ladradacia compo-
nente sobre la normal al elemento del gradiente normal

Y 1 1
3 (s ) = s 07+ 900 (- ) (69)
)‘(M)Pz‘ )‘(M)Pi A(M)Pi

La variacbn delanguloy, resulta (cort”, la normal al plano tangente en el lago
5y, =AM £0) . 5o (70)
donde el gradiente normal al lado calculado sobre el plano tangente es:
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con N,/ son las derivadas de las funciones de forma en la dseewrmal al contorno



De esta forma la variagn delangulo~, resulta

5(v) = AMp [ N N2 N3 Ni Y

n

(72)

Al igual que en el elemento BST, la interpolacicuadatica utilizada en el elemento EBST
supone que la superficie es suave y con una adecuada discéetizalds fines de modelar
curvaturas pronunciadas, sean estas iniciales o que se produzcan durante el proceso de defor-
macbn. En los casos de quiebres y ramificaciones, los elementos en que uno de sus lados forma
parte de unaihea de quiebre o interse6ai de superficies, pueden tratarse en base a lo dicho
para el elemento BST.

5. EJEMPLOS

En esta secbin se presentan algunos ejemplos a los fines de evaluar el comportamiento de
la formulacbn presentada para la evaluatide las curvaturas earhinas con quiebres y ram-
ificaciones cuando se usan elementos sin grados de libertad rotacionales. El elemento imple-
mentado se denomina BBST (de su@imo en ingks Branching Basic Shell Triangle) utiliza
como parte membranal y flexional las correspondientes al elemento EBST (Enhanced Basic
Shell Triangle) en las zonas donde la superficie es suave. En todos los casos la matriz de rigidez
y las fuerzas residuales se integran coruaito punto en earea del elemento y cuatro en el
espesor. Los resultados presentados han sido obtenidos con un prograititoichggarrollado
por el autor, salvo dlitimo ejemplo donde debido a la existencia de contacto entre superficies
y un comportamiento elastogdtico se ha utilizado un programa con integracexpicita de
las ecuaciones de movimientb.

5.1. Voladizo con secéin Z

Este es urbenchmarkrecomendado por NAFEMZ.Corresponde a una viga en voladizo
de secdn abierta en forma de Z sometida a un momento torsdr,2I¥N-m aplicado en el
extremo libre. EI momento torsor se aplica por dos fuerzas de cofi® d&N uniformemente
distribuidas sobre cada flanco (Figura 5). El material astilo lineal con un @dulo de elasti-
cidad deE’ = 210 GPay una relaéin de Poisson = 0,3. El espesor de léaminaeg = 0,1 m.

La solucbn objetivo es la tenéh axialo,, = —108 MPa en la superficie media del punto A.

Se han considerado dos mallas una relativamente gruesa con 96 elementos (8 endedirecci
longitudinal y 2 por tramo en la dire@ transversal) y una malla fina de 960 elementos (32
en la direcadn longitudinal y 5 por tramo en la direéai transversal). Los valores obtenidos
sono,, = —95,3 MPa (—-11,8%) y 0.. = —106,3 MPa (—1,6 %) respectivamente para la
malla gruesa y la malla fina. Los valores indicados se obtienen por extrapoi@esde los
cuatro puntos de Gaussasicercanos al punto A. El programa ABAQY8sando la malla fina
reporta para tres variantes de elementos cudrids de cuatro nudos (S4R, S4RS y S4RSW)
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Figura 5: Voladizo con seaon Z. Geomefia

un valoro,, = —100,3M Pa (—7,1 %) y una convergencia lenta a medida que se refina la
malla. Notar que los elementos indicados de ABAQUS incluyen adegnados de libertad
rotacionales, lo cual pcticamente duplica elumero de grados de libertad involucrados. Por
otro lado debe notarse que los quiebres de 90 grados que aparecen en laigemnpetrmiten

un uso confiables de los elementos BST y EBST quanedésarrollados con la litesis de
superficies suaves.

5.2. Lamina de revolucbn ramificada

En este tercer ejemplo se ha considerado el caso démmad ramificada a los fines de ob-
servar el comportamiento cuando en una arista concurésnde dos elementos. La Figura 6.a
muestra la geomeét del problema. Los espesores son diferentes en las tres partes que confor-
man la Bmina. El material es @&ropo conF = 107 y v = 0,3. Tanto el domo como el cilindro
inferior esin sometidos a prasi internaP = 1000, la cual es equilibrada por partes iguales
en cada extremo del cilindro.

Para la discretizaon se utilizaron dos mallas sobre un cuarto de la gedandin ambos
casos el domo se discrdtizon 648 elementos (36 elementos a lo largo de laryr@quivalente
a un elemento cadas grados). La malla i&s fina tiene 864 elementos en el cilindro superior y
1728 en el cilindro superior con espaciamiento uniforme a lo largo del meridiano (12 elemento
en el cilindro superior y 24 en el inferior). La malla mas gruesa tiene exactamente la mitad
de elementos con espaciamiento uniforme a lo largo del meridiano (6 elemento en el cilindro
superior y 12 en el inferior). En la Figura 6.b se ha graficado el desplazamiento normal al
cilindro. Se compara con una solanipor elementos finitos convergiddes tamb&n posible
obtener una soluon anaitica). Puede verse que incluso para la malla mas gruesa (18 elementos
a lo largo del meridiano del cilindro, BBST-18) los resultados concuerdan muy bien.

5.3. Puente curvo de secon celular

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente celular simplemente apoyado en
los extremos (se restringen los desplazamientos en el plano de largeé&sta estructura ha
sido analizada €A evaluando sus modos y frecuencias naturalesylEjo una carga puntual
en el centro, en ambos casos utilizandoéenica de bandas finitas. La Figura 7 muestra la
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Figura 6: Giscara ramificada de Krauss (a) geofadt = 20, L; = 20, Ly = 10, h1 = 0,3, ho = 0,4,y h3 = 0,5
(b) desplazamiento normal a la pared del cilindro

seccon transversal y las propiedades del material. El puente se extiende s@brgulim de un
radian, el radio del eje del puente es3fel my en los extremos se suponen restringidos todos
los desplazamientos en el plano de la s&egi libres los desplazamientos longitudinales.
El puente ha sido sometido a una carga punkual 1000 kN en el centro. Se ha discretizado
la mitad de la luz con 10 elementos en tal diréogien tanto que en la se6aise han incluido
34 elementos con un total de 680 elementos y 363 nudos. Se ha comparado con resultados
obtenidos con el programa ABAQUS usando elemento&mhnias S4 (cuadéteros de cuatro
nudos) sobre la misma discretizagiusada para el presente elemento
En la Figura 8 se han graficado la deformada de la 8aazntral, los resultados obtenidos
con casi i@nticos a los obtenidos con el elemento S4.

5.4. Pandeo de una columna con auto-contacto

Este ejemplo ilustra el pandeo de una columna entre dos plgides. La columna tiene
seccon en forma de cruz. Los extremos de las columnanastidos a dos platogidos. Uno
de los platos eétfijo en el espacio y el otro se traslada y rota durante 7 mseg para pandear la
columna.

La columna est hecha de acero, con unbdulo de elasticidad de00 GPa y coeficiente
de Poisson),3. La densidad e§850 kg/m?. El comportamiento elastodmtico est goberna-
do por la funcdn de fluencia de von-Mises con un valamite inicial des, = 250 MPa 'y
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Figura 7: Puente curvo celular bajo carga puntual. Gedandé# la secéin transversalE = 25 GPa,v = 0,15,
R = 30,1 m,angule=1rad

Figura 8: Puente curvo celular bajo carga puntual. Deformada de |®sexsitral

endurecimiento Btropo linealo;, = 450 MPa.

El plato nbvil se mueve verticalmente a una velocidad uniforme de 50m/seg y rota alrededor
del ejey a una velocidad des,54 rad/seg &ngulo final 31.5). En la figura 9.a se ve la geomietr
original y la malla utilizada de 441 nudos y 800 elementos. En las figuras 9.b y ¢ se ven las
configuraciones deformadas a la mitad y al final del proceso. Este ejemplo ha sido tomado
del manual de ejemplos de ABAQUS, uno de los principales aspectos a considerar es el auto-
contacto de ladminay con los platos. Las configuraciones obtenidas con el presente elementoy
las obtenidas con el elemento S4R son muy similares. Para este ejemplo se utiliza un programa
con integradn explicita de las ecuaciones de movimieiito
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Figura 9: Pandeo de una columna con satciruz

6. CONCLUSIONES

Se ha presentado un elemento finito para élliais no lineal con grandes deformaciones
de laminas tridimensionales. La principal carardtca del elemento es que no tiene grados
de libertad de rotabn y calcula las curvaturas en fubnide la geomeia de los elementos
vecinos. En los ejemplos presentados se ve que el elemento converge a fnsobuiecta en
todos los casos y que es capaz de tratarimhas no suaves y ramificadas. El elemento ha sido
probado con muy buenos resultados en problemas con plasticidad en grandes deformaciones,
incluyendo contacto con fricgn, distintas condiciones de contorno y carga.
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