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Resumen. Analizamos aqui el caso mds simple y estandard del método adaptivo de elementos finitos
con soluciones finitas inexactas donde las soluciones se obitnene mediante algin método iterativo. A
pesar de la expectativa de ahorro en el trabajo computacional, los experimentos numéricos muestran que
asintéticamente el cdlculo con las soluciones exactas continua siendo el mas eficiente.
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1. INTRODUCCION

En las dltimas décadas, la adaptatividad de mallas ha adquirido una importancia cada vez
mds relevante para mejorar la precision de los resultados numéricos en diversos problemas
cientificos y de ingenieria. La idea basica es refinar la malla solamente en los lugares donde el
indicador de error es alto con el prop6sito de obtener mayor precision en la solucién usando un
nimero 6ptimo de grados de libertad.

Sea Q un dominio acotado en R4, d > 2, con frontera Lipschitz dQ. Consideraremos el
problema modelo de Dirichlet con condiciones de borde homogéneas:

—div(AVu) = f in Q, (1)
u=>0 on dQ,

con solucién exacta u o, where A : Q — RY x R is Lipschitz, la matriz A(x) es simétrica con
autovalores entre 0 < a, < a* < oo, Vx € Q.

Suponemos que Q es poliedral particionado por una triangulacion conforme .%. En lo suce-
sivo, cualquier triangulacion conforme .7 que consideremos, es derivada de .7 a través de
refinamientos por biseccion. Denotaremos con {x@i}ﬁi | €l conjunto de nodos de la triangu-
lacién .7y, dado cualquier elemento T € .7, hy es la longitud |T|'/4.

El espacio de elementos finitos asociado es

V(7):={VeH (Q)|VreP(T),T € 7,V|oQ=0},

donde P; es el espacio de polinomios de grado < 1.
La aproximacioén numérica en forma débil del problema (1) consiste en encontrar Ug € V &
tal que

B,V ::/Avuy-vvz/a fV,  Wevs. @)
Q Q
Para®@ C Qyu € H' (@), denotamos || u ||z, := Blu,u)'/?. ||u-
equivalente a la estandard de H'(Q).
La version adaptativa de FEM consiste en el ciclo (Morin et al., 2007)

%= ||u||zq esunanorma

RESOLVER — ESTIMAR — MARCAR — REFINAR.

ESTIMAR: el estimador de error a posteriori en este trabajo es el Residual standard.

n5Uz):= Y n%(T.Uz),
TeT

MARCAR: el marcado de los tridngulos que se han de refinar se efectua de acuerdo al ya
clasico procedimiento en (Dorfler, 1996) quien fue el primero en demostrar convergencia del
ciclo de adaptatividad en el caso multidimensional: se elige un subconjunto . de .7 tal que

Y n5(1.Uz) > 605 (Uz),
Tes

donde 0 < 6 < 1.
Iterando este proceso se obtiene una sucesion (7, Uz )n>0 talque 5 < 71 <... < 7, < ...

y
lug = Unllgq) — 0.
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En cada uno de los pasos, se debe resolver el sistema algebraico lineal (2) y esta es la parte
computacional mas expensiva.

En este trabajo estudiamos el proceso adaptativo con soluciones del sistema finito inexactas o
aproximadas U, := U, + &,, &, € V(7). Tenemos en mente la resolucién por métodos iterativos
de un sistema lineal, por ejemplo el método BICGSTAB (bi-gradiente conjugado estabilizado)
(van der Vorst, 1992), de manera que U, se obtiene parando el método iterativo después de
unas pocas iteraciones, con el objetivo de arribar con el menor costo computacional a una malla
Optima para el cdlculo exacto con un error estimado.

En este trabajo explicitamos una condicién suficiente de manera que el esquema adaptativo
converge con soluciones inexactas. Esta cuestion también fue tratada en (Stevenson, 2007), pero
nuestra condicion es mds explicita y se expresa en la forma:

,%’[‘g’n+1,§n+1] < Bn-H %[ﬁn—i-l - ﬁnaﬁnﬂ - Un]a

con constantes adecuadas f3,.

Desde un punto de vista computacional sin embargo, es dificil relacionar, como explicaremos
mas adelante, el término %B[&,, 11, &,+1] con el residual relativo de los esquemas iterativos. Co-
mo alternativa, en este trabajo estudiamos experimentalmente relajaciones de la tolerancia para
obtener la solucion Un+1, con condicién inicial U,. Los resultados experimentales muestran
que con una tolerancia relativamente grande, por ejemplo 1.0e-3, el esquema iterativo realiza
muy pocas iteraciones y la solucién obtenida es excelente para el estimador de error y marca
adecuadamente los elementos que necesitan refinamiento. Esto permite avanzar en el esquema
adaptativo con muy poco gasto computacional hasta obtener una malla adecuada 7y con un
tolerencia del estimador de error prefijada. Esto es, el estimador de error para Uy, proporciona
resultados similares en eficacia al de la solucién exacta U,,n =0, ..., N — 1. Llegados a este pun-
to se calcula la solucién exacta Uy. Es posible conjeturar entonces que utilizando este esquema
arribamos a la solucién Uy con trabajo computacional sensiblemente menor.

Sin embargo, los experimentos numéricos indican que el trabajo computacional total es
asintoticamente mds eficiente cuando se resuelve exactamente en cada paso. Esto es, cuando
se usan esquemas iterativos para la solucién del sistema algebraico, la resolucién exacta en
cada paso de la adaptatividad es aconsejable y no tiene los problemas tedricos asociados a la
resolucion inexacta. Esto se debe fundamentalmente a que en este caso el nimero de iteraciones
para la solucién del problema algebraico se mantiene estable.

2. ADAPTATIVIDAD CON SOLUCIONES INEXACTAS

Para el andlisis de la convergencia del proceso adaptativo, la siguiente condicion de ortogo-
nalidad juega un rol importante:

%[uzf —Up,uy — Un] = %[uf —Upt1,uy — Un+1] +@[Un+1 —Un,Up1 — Un]
Esta igualdad claramente no se verifica si usamos en cambio U,. En efecto

'@[uf - ﬁna”f _ﬁn] — '%[u.,iﬂ - ﬁn—i—l;”f Un—i—]] +%[ n+l1 — ﬁnaﬁn—l—l - Un]
+2%[U$ Un—|—laUn—|—l U ]

Procederemos ahora a calcular el molesto término residual

%[”2 - ﬁn+l7ﬁn+l - ﬁn] = %[”2 - Un+1 - §n+laﬁn+l - ﬁn]
= —Bl&ui1,Uny1 — Uy,
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yaque gy — U, esortogonal a V(Fy1) y U, € V(Fhy1).
Por Cauchy-Schwartz, tenemos

|‘%[§n+laﬁn+l _ﬁn” < %[én—klvén-i-l]l/z%[ﬁn-i-l _ﬁnaﬁn—b—l _Un]l/z'

Asi que, si _ o B
‘%[én—klagn—i-l]l/z < ﬁn—i—l %[Ul’l-‘rl - UmUn—H - Un]l/za (3)

obtenemos

2|,%’[ug - ﬁn+laﬁn+l - ﬁn] | < 2Bn+1 ’%[ﬁn+l - ﬁmﬁn+1 - Un]-

En consecuencia,

%[l/{g - ijnvuf - val] > 93[143 - ﬁn—i—lv”f _17n—|—l] +‘%[0n+l _Uvnaﬁn—H - Un]
—2|Bluy —Upi1,Ups1 — Uy |
> %[uf —Upy1,uy — Un—i-l] + Yn+1 '%[Un—b—l — Uy, Upt1 _Ul’l]7

donde hemos puesto ¥,11 =1 —2B,11.

Nota 1 En el pason—+1, la solucion (7n+1 se obtiene mediante la iteracion del método iterativo
que estamos utilizando, por ejemplo BICGSTAB, con condicion inicial U,. Como la solucién
iterada tiende a la solucion exacta U,y y %[§n+1,§n+1]1/ 2 es el residual, salvo en el ca-
so singular donde se verifica U, 1| = U,, con un niimero suficiente de iteraciones es siempre
posible obtener la condicion (3) con By,+1 tan chico como se quiera.

Cuando B, — 0, es de esperar que el comportamiento del proceso adaptativo con las solu-
ciones inexactas cumple las mismas condiciones de convergencia que el normal. De hecho,
usando técnicas del trabajo (Morin et al., 2007) es posible probar:

Teorema 2 Sea Uy = Uy la solucion exacta del problema finito en F y (T, U,, Bi)n>1 la triple-
ta obtenida por el proceso adaptativo de manera que 3, < 1/4. Entonces el proceso converge,
esto es

| = Un g1 () — 0.

La prueba de este resultado sera objeto de un trabajo proximo.
Desde un punto de vista computacional sin embargo, la verificacién de la condicién (3)
ofrece una dificultad: sea
B,U =F,

el sistema algebraico asociado a (2) en el paso enésimo. Salvo eventuales errores en la inte-
gracién numérica, tenemos

‘@[émén] =B, én ’ éna

y no disponemos explicitamente de esta cantidad.
En los esquemas iterativos solo podemos calcular el residual

R(U,) = B,U, —F, =B, (U, —U,) = B, &,,

pero no conocemos &,.
Efectuaremos entonces experimentos numéricos con la relajacion de la tolerancia en el resid-
ual relativo.
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3. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Discutiremos aqui la evolucion del ciclo de adaptatividad para resolver numéricamente di-
versos modelos bidimensionales. Los modelos que hemos usado son

3.1. Modelo 1
Problema de Dirichlet:

—div(AVu) = f inQ=(0,1)x(0,1),
uldQ = 1,

donde f es elegida de manera que la solucion exacta es
u(x,y) = arctan (50xy —0,5) .

3.2. Modelo 2

Dominio L: problema de Dirichlet

—div(AVu) = f en Q,
uldQ = u,

en el dominio Q = (—1,1)?\[0, 1)? con solucién exacta
2
u(r,0) = ri sin(ge).

3.3. Modelo 3. Problema de fractura

Consideramos el problema de Dirichlet

—div(AVu) = f en Q,
uldQ = u,

en el dominio Q = {|x| + [y| < 1}\{0 < x < 1,y = 0}, con solucién exacta, escrita en coorde-
nadas polares,

Nota 3 Como es tipico, debemos resolver la singularidad del borde (0,1] x {0} mediante la
duplicacion de nodos en %y e impidiendo la conexion de elementos en ese segmento.

En los experimentos hemos utilizado

con a(x,y) =5 —x*> —y>.

Copyright © 2008 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2300 G. SIMONETTI, A. AZZAM, C. ZUPPA

Figura 1: Malla inicial modelos 2,1

3.4. Las mallas .7 de inicio del ciclo de adaptatividad

En todos los casos las mallas de partida son realmente minimales.

La figura 1 muestra las mallas .7 para los modelos 2 y 1 respectivamente.

De igual modo, para el modelo 3 usamos una malla de partida minimal cuyos nodos son
exactamente los puntos que definen el dominio.

3.5. Resolucion del sistema algebraico

Resolvemos el sistema B, l7n = F;,, mediante el método iterativo BICGSTAB con condicion
inicial la prolongacién de U, con tolerancia para el residual relativo igual a

tole(n) = (1 — ay,)1,0e —3 4 o, 1,0e — 8,

0<a, <1.Laeleccién oy, = 1 es la solucién exacta.
La eleccion o, = 0 genera en general pocas iteraciones y produce una solucion aproximada
U, que es apropiada para la estimacion de error y marcar los elementos que deben ser refinados.
Al nimero de iteraciones que realiza BICGSTAB en el paso n-ésimo lo denotaremos con

Ib(n).

3.6. Descripcion del experimento

Fijada una tolerancia T LE para el error del estimador, efectuamos el proceso adaptativo hasta
la condicién de parada 1(Zy) < TLE, con diversas elecciones de role(n). Llegado a este punto,
dejamos correr BICGSTAB hasta encontrar la solucion finita exacta.

En el inicio del ciclo partimos también de la solucién exacta, esto es, (70 =Up.
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El trabajo computacional se calcula de la manera siguiente:

Work := i NZ(n)-1b(n),

n=1

donde NZ(n) es la cantidad de elementos no nulos de la matriz rala B,,.
Las elecciones de o, 1 <n < N — 1, se realizaron de estas tres formas:

» Inexacto: o, = 0.
» Variable: o, = TLE /1.

= Exacto: o, = 1.

3.7. Resultados

Nota 4 En todos los modelos se verifican las mismas propiedades que queremos remarcar, asi
que mostraremos grdficas solamente para uno de ellos.

El primer resultado experimental sorprendente que queremos remarcar aqui, y que segura-
mente requiere ser investigado con cuidado, es que atn en el caso inexacto, cuando BICGSTAB
realiza generalmente pocas iteraciones, el estimador de error 1‘127 (U,) es casi idéntico al esti-

“n

mador del proceso exacto n%(Un) y el marcado de elementos para refinar es adecuado. Esto
sucede aunque claramente el error energia no cumple esta propiedad. La figura 2 tipifica en un
ejemplo este comportamiento.

La figura 3 muestra en escala logaritmica el comportamiento tipico de la evolucion del tra-
bajo computacional

Los resultados obtenidos muestran que el método adaptativo con soluciones exactas es asintitica-
mente mas eficiente. En todo caso, el eventual ahorro en el trabajo computacional no es signi-
ficativo frente a las complicaciones tedricas de los métodos inexactos. La figura 4 muestra la
evolucién tipica del nimero de iteraciones que realiza BICGSTAB, mientras que en el caso
inexacto este nimero crece radicalmente en el ultimo paso (el cdlculo de la exacta final), en el
caso exacto se mantiene estable.
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Figura 2: Modelo 1. Estimador de error
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Figura 4: Modelo 1. TLE=0.2
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