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A R G E N TIN A

Se analiza el problema de vibraciones transversales
de la estructura en cuesti':'n mediante un pseudo-
desarrollo de Fourier del tipo

~cos n: y
i a ~

El coeficiente de frecuencia fundamental e6
minimizado con respecto a los par3.metros." I'

.I

5e demuestra que los autovalores es~n en buena
concordancia con las predicciones de un o~digo de
elementos finitos.

The fundamental frequency of transverse vibration
of rectangular, cantilever, orthotropic plates is
determined by means of the optimized Rayleigh-Ritz
method using a pseudo-Fourier expansion of the type:

.2 ,""X rry
S1n ya cos ~ /"1" r 2 > 1

'. I

The fundamental frequency coefficient is optimized
with the respect to the i 's. It is shown that the
results are in good agreement with the predictions
of a finite element code.

Es bien conocido el hecho de que la soluc~~n analitica
exacta de problemas de vibraciones de placas rectangulares
con bordes libres se torna extremadamente diecil en virtud
de la complejidad ocasionada por la estructura matem?<tica de
las condiciones de Kirchhoff. Obviamente esta dificultad se
presenta en los tres lados libres de una placa rectangular
en voladizo y se torna aun mayor cuando la placa cantilever
posee geometrla triungular 0 trapezoidal, Figura 1.
En el caeo de placas de material is::,tropo diversos autores
han atacado el problema utilizando, en general, el cL3sico
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~todo de Rayleigh - Ritz [1]. POI' supuesto: si uno desea
una soluci,.c'nnunt=-rica es el ID'"todode elementos finitos el
que se presta admirablemente bien para este tipo de problema
de la mec-"uica estructural.
POI' otra parte no existen pr3cticamente resultados en la
literatura tecnico-cientLfica para el caso de placas de
materiales orv~tropos.
En este trabajo se presenta una soluc~~'n aproximada del
problema de v ibraciones transversales de una placa
rectangular orvjtropa en voladizo expresando al modo
fundamental de vibrac~~n en la forma:

n: X
}-- a

n y
--b-

:+1

(1)
Mediante la utilizac~on del cl~sico ~todo de Rayleigh-Ritz
se genera el determinante secular cuya rat z menor constituye
el coeficiente de frecuencia en estudio. Dicho par3metro de
frecuencia es luego minimizado can respecto a los y"

:+.1

contenidos en los argumentos de las funciones
trigon~metricas contenidas en la expres~~n (1).
Esta optimizaci':'n de autovalores* fue sugerida POI' Lord
RaYleigh hace ~s de un siglo. El usa de funciones
coordenadas trigono~tricas conteniendo para metros de
optimizacion en su argumento ha sido sugerido recientemente
[5].

J[W] = ...!. /,//2 [D ( a2w )2
2 0 _b/2 • ox2

D ( 02W)2 +
2 oy2

(~)2]oxoy dxdy -
2

F-""~ h If ~ dxdy

donde D = ...!. (D '-'
" 2 g 2

rigideces flexional de
una placa is::>tropa),y
(2) con respecto alas

D.) y siendo
la placa (D. =
minimizando la
A 's se obtiene

J

y Dg:

el caso
las

deD2 = D en
funcional
un sistema

energ;.tica
lineal de

* La Referencia 2 contiene un tratamiento completo del
problema. Stodola utilizP el criterio al determinar la
frecuencia fundamental de un ~labe [3];Linus Pauling y
Bright Wilson en problemas de f~sica cw.ntica [4];
Timoshenko y Goodier en un problema de tors~~n y Schmidt y
Bert (EE.UU.) en diversos problemas de vibraciones y pandeo
[2]. Como se senala en la Referencia 2 diversas aplicaciones
se han realizado en Argentina en el Instituto de MeC2nica
Aplicada, la Facultad Regional Bawa Blanca y 18 Facultad de
Ingenier1a de la Universidad Nacional de Mar del Plata.



ecuaciones homOgi'eneasen las A-s. De la condici:'n de no
trivialidad resulta un determinante-ecuaci,e'n cuva ra:.z menor
es el coeficiente de frecuencia fundamental,

minimizando 0, con respecto a los par~metros r,' se optimiza
valor de n .,

autores en 11'1 Referencia 10 tomado J = 3 en (1).
En el caso de 11'1 placa is6tropa los valores determinados
analiticamente es~n en excelente acuerdo con los obtenidos
por A.W. Leissa [7] quien utilizP funciones "viga" y obtuvo
los autovalores de un determinante-ecuac~~n de 36 x 36.
Por otra parte se ha utilizado el ~todo de elementos
finitos para calcular 0. hac~ndose uso del elemento
desarrollado en [8]. Estos resultados, de gran precisi~n,
son ligeramente inferiores,a los determinados en [7].
Tambien se muestran en 11'1 Tabla 1 resultados de ° para el

1

caso de una placa ortotropa. Los valores
determinados mediante elementos finitos han sido hallados
usando el algoritmo presentado en [9] que es una extensi~n
de [8]. El acuerdo entre valores analiticos y los calculados
mediante elementos finitos es muy satisfactorio.
El enfoque analltico en cuest~~n ha side utilizado en la
Refereneia 10 para calcular las frecuencias fundamentales de
plaeas trapezoidales V triangulares, Figura 1 (b) y (el
respeetivamente. Se ha usado 11'1 misma expresi~n aproximante
(1) y luego se ha evaluado 11'1 funeional energF-tiea para los
eontornos geo~tricos correspondientes. Es de inte~s hacer
notal' el hecho de que en el easo en que t~~ = 1/2 yell =
0.6, Figura l(b), se eneontr6 un error en 11'1 literatura
t~cnico-cienbfiea ya que 11'1 Refereneia 1 muestra un valor

r--- 2

de 0.= Yph/D. 0. b = 18.397. El presente enfoque analitlco
brinda '\ = 24.786 que esb en buen acuerdo con el que se
acuerdo con el que se obtiene usando el eonocido c:'digo de
elementos finitos ALGOR.
Tambien resulta util efectuar el siguiente razonamiento:
tomando una placa rectangular en voladizo tal que a/b = 0.4
se tiene '\ = 21.9418 segun Leissa [1], ver Tabla 1. Esta
placa rectangular enmarca a la placa trapezoidal en
cuestion. Por el conocido feD¢meno de rigidizaci~n di~mica
uno deduce que al rebajar los lados horizontales de la plaea
rectangular, Figura 1(b), para lograr la plaea trapezoidal,
uno espera una estructura con mayor frecuencia fundamental
ya que el efecto de 11'1 l:'educci'':>llen ma6a debe Bel' mayor que
el efecto de 11'1 reduccion en rigidez va que se quita masa en
mayorgrado en la zona de la placa cuyo extremo est· libre.



a/b i 2;5 2/3 1 3/2 5/2
I

!
[7] ! 21.9418 7.8804 3.4917 1.5454 0.5530

I
I

Plaea i
iI i 21.9552 7.8840 3.4959 1.5496 0.5558

Is~,tropa I
i i 21.8605 7.8419 3.4714 1.5349 0.5485
i
I = 0.30 II ! *(1392) *(1008) *(624) *( 1040) *(1456)
I~
i '-'laea
I
I Or1;.2>tropa: I :21.9514 7.8662 3.4803 1.5387 0.5497,
: D /D - 1/2, I! 2 1

1/31
I 121.7954 7.8014 3.4432 1.5160 0.5380I Dk ID1

= II
I I !*(1392) *(1008) *(624) *(1040) *(1456)
I ;:~' = 0.30 ! I
i 2 I
I I !L ! I

2 r- 2'L'1b ) y OrtPtropas {£\ = -(phID1 CC', b ).

I - Metodo Optimizade de Rayleigh-Ritz.
II - Elementos Finites.



En consecuencia el (2 del trapezoide debe ser mayor que el
1

de la placa rectangular y por consiguiente: debe ser
mayor que 21.9418.
El mismo fenqmeno de rigidizaci':'n din"mica se observa con
placas triangulares isosceles, iSJtropas, en voladizo,
enmarcadas en placas rectangulares en voladizo.
Expresando al coeficiente de frecuencia en 1:r-rmimosdel lado
""a" uno tiene que el (],de la placa rectangular es del orden
de 3.5; 0 sea

para cualquier relac1~n de lados.
En el caso de placas triangulares is>sceles en voladizo
resulta

r---
'\ = -;lph/D

haciendose muy evidente el
dinamica.

El presente estudio ha sido auspiciado por la Secretarla
General de Ciencia y T4cnica de la Universidad Nacional del
Sur y la Comision de Investigaciones Cientificas de la Pcia.
de Buenos Aires.
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