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RESUMEN

En este trabajo se analiza una estrategia de control basada en geométria diferencial [1],
y para verificar la performance se utiliza el programa de simulacién SIMULINK (2].

Por otra parte, se busca introducir en el programa multipropésito de simulacién de
mecanismos MECANO (3}, la capacidad de representar algoritmos y sistemas de control en
forma modular ~usando “elementos” apropiados, al estilo de los usados para representar el
sistema mecanico- para asi poder verificar mediante simulacién el correcto funcionamiento
del sistema completo. :

Finalmente se modela un sistema mecdnico para simular y verificar la estrategia de
control empleada, y se comparan los resultados obtenidos por STMULINK y por MECANO.

ABSTRACT

A control strategy based on differenitial geometry is analized [1]. The performance of
control algorithms is verified using program SIMULINK, which is a well-known software used
for simulating general dynamics systems.

Some advancements towards the introduction of the capability of representing control al-
gorithms in the general purposc program for mechanisms simulation MECANO are presented.
The idea is to represent, in a modular way, control systems using appropriate “elements”, in
the same style of those used to model the mechanism.

A particular mechanical system is modeled, and a control strategy is developed. The
system response is calculated by using SIMULINK and MECANO, and the computed results
of both computations are compared.

1. Imtroduccién .

Las estrategias aplicadas en el control de sistemas no lineales usualmente se basan en una line-
alizaci6n local {9], y posterior desarrollo de controladores lineales basados en el modelo linealizado
[6]. Para sistemas altamente no lineales, se utilizan con frecuencia controladores feedback lineales,
que garantizan en gran medida su estabilidad.

En estos ltimos afios han sido desarrollados métodos basados en geometria diferencial [8}, que
permiten una linealizacién exacta del modelo no lineal independientemente del punto de operacién.

En este trabajo se analiza una estrategia de control basada en geometria diferencial, y para
verificar la performance se utiliza el programa de simulacion SIMULINK.
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Por otra parte, se busca introducir en el programa multipropésito de simulacién de mecanismos
MECANO, la capacidad de representar algoritmos y sistemas de control en forma modular ~usando
“elemnentos” apropiados, al estilo de los usados para representar el sistema mecénico— para asi poder
verificar mediante simulacion el correcto funcionamiento del sistema completo.

Finalmente se modela un sistema mecanico para simular y verificar la estrategia de control
empleada, y se comparan los resultados obtenidos por SIMULINK y por MECANO.

2. Teoria de control no lineal

2.1 Cambios no lineales de coordenadas

Un sistema dindmico no lineal puede ser descripto por las siguientes ecuaciones diferenciales: *

40) = F=() + 3 ai(=(0)u5(0) )
YO =) | @)
donde.
) = s (0)e-m()] @)
() = [o3(0).-2(2) @
WO = (030 @)

son los vectores de controles, de estados y de salidas, respectivamente, y las funciones f, g1, -..,gm,
R1, ..., hy son infinitamente diferenciables (C°°).

Se propone un cambio de coordenadas con el fin de obtener una forma més “simple” del
sistema dindmico anterior, que muestre claramente algunas caracteristicas del mismo que no estén
explicitamente manifestadas en las variables originales. Para sistemas no lineales es natural intentar
cambios de coordenadas no lineales de la forma siguiente {1] : .

2 61(z1,.00, Zn)
z= = &(z) = (6)
Zn ¢n(ml s.-"7x")

debiendo verificar las siguientes propiedades : ® es inversible y ® y ®~! son infinitamente dife-
renciables. La primera propiedad permite volver a los estados originales, mientras que la segunda
garantiza que la descripcidn del sistema en las nuevas coordenadas sea tan suave (diferenciable)
como la original (propiedad llamada difeomorfismo).

2.2 Determinacién del grado relativo de un sistema no lineal

Definicién 2.2.1: Dadas las funciones & : R*+R y f : R"-+R", lamaremos derivada de Lte
de h{z) en la direccién del campo vectorial f(xz) a la funcién Lsh : B"—R

L) = 3 B fian, v 2a) = ZA(E) -

=1
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Se supone que las funciones que intervienen son infinitamente diferenciables, por lo tauto, la
aplicacién repetida de la operacién definida es posible, y podemos escribir:

3[Lyh(z)]

LyLsh(z) = 9(z) (8): -
3[L*"h(w)] '
Lih(z) = —Lo——f() ©)
Definicidn 2.2.2: El sistema de una enirada y una salida:
z= f(z)+g(z)u
y = h{z) (10)
tiene grado relativo r en xq si y solo si:
1. LyL%h(z) =0, k=0,1,...,r—2,  zen un'entorno de zy

2. L,L}"lh(mo.) # 0.
El grado relativo de un sistema depende de la funcién de salida h{z), y caracteriza cuan
directamente las entradas afectan la salida. Es decir que r es la cantidad de veces que hay que
derivar la salida para que aparezca explicitamente el control u.

2.3 Linealizacién exacta

Consideremos un sisterna no lineal con una entrada y una salida, cuyo grado relativo sea n,
es decir, igual a la dimension del espacio de estados. A partir de la forma normal establezcamos
condiciones que permitan obtener una versién lineal y controlable del sistemna no lineal. Dada la
hipétesis hecha sobre el grado relativo, el cambio de coordenadas necesario para la construcciéon
de la forma normal es :

z h(z)
29 . Ljh(z)
z=4¢ "y =%z)= ’ (11)
P ' L}‘_lh(z‘)
En las nuevas coordenadas el sistemas se escribe :
=2
2:'2 = Z3
bt = 24 (12)
2 = b(z) + a(z)u
y=2
con: .
a(z) = Ly L} h($7(2)) (13)
b(z) = L"h(@"’(z)) (14)
Si definimos v = b(z) + a(2)u, resulta:
31 =22
ina = 2 (15)
=0

y=2
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que es lineal y controlable.
Es decir que un sistema no lineal con grado relativo r = n, puede ser transformado en un
sistema lineal y controlable (1], a través de (ver figura 2.3.1):
e el cambio (local) de coordenadas z = ®(z) dado por ecuacién (12)
¢ la realimentacién no lineal : 1

“T 4

Por lo tanto si zo es un punto de equilibrio del sistema original, y el sistema tiene grado
relativo r = n en g, existe una ley de realimentacién no lineal definida en un entorno de zo y una
transformacién de coordenadas —~ también en un entorno de zo~ que convierten al sistema en uno
lineal y controlable definido en un entorno de z = 0. Sobre este sistema lineal puede definirse una ley
de control por realimentacién para, por ejemplo, obtener un determinado conjunto de autovalores,
satisfacer un determinado criterio de optimizacién, lograr el seguimiento de una trayectoria, 0,
algiin otro objetivo.

[—¥(z) + v} . (16)

> a() + b v

Figura 2.3.1: Sistema linealizado

Si el sistema tiene grado relativo r < n, determina parcialmente la transformacién dada por la
ecuacién (11) ya que sélo es posible definir ¢;(z}, ..., $r(z). Pero es posible agregar a las anteriores
otras n — r funciones ¢, 41(z), dr42(2), ---» $n(z) tales que &(z) tenga jacobiano no singular en zo,
es decir que sea un difeomorfismo. Por lo tanto resulta : v

21 =2
2‘2 = Z3
2y = b(z) + a(z)u (17

Zrp1 = Gr1(2) + pria(2)u(t)

i = gu(z) + Pal()u(2)

a(z) = L,L}_lh(@_l(z)) (18)

z) = L7h(27(2)) (19)

qi(z) = Ldi(®71(2)), i=r+1,..,n (20)
pi(z) = Lg¢i(¢"l(2)), i=r+1,..,n (21)

Como se observa en la ecuacién (17), el control se encuentra en las n ~ r Gltimas ecuaciones. Es
posible elegir ¢,y1,...., $n de tal forma que :

Lypi(z) =0, i=r+1,.,m (22)"
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para todo z en un entorno de zg, el control u(¢) desaparece de ellas, y se obtiene la forma normal .
del sistema :

( él = 22
iy =2
{ . Frma=E= (23)

2z, = b2) + a(z)u
Zryr = qr+1(2)

Zn = gn(z)y =2
Encontrar funciones ¢,11,..., $n que verifiquen Ly4i(z) = 0 para i = r + 1,...,n significa resolver
un sistema de n — 7 ecuaciones en derivadas parciales :

Bri1@ sy o, 2l yia) o (24)

3. Aplicacién de la teorfa de control

Con el objetivo de comprobar la eficiencia de la teoria analizada, se modela y simula el sistema
de carro-péndulo mostrado en la figura 3.1.

El sistema en estudio consta de un carro que se desplaza horizontalmente sobre €l cual se -
encuentra montado un péndulo invertido con desplazamiento angular. El péndulo invertido se
encuentra en una situacién de equilibrio inestable, pudiendo caer en cualquier momento si no se le
aplica una fuerza de control adecuada. Se demuestra que la planta tiene un polo en el eje negativo
real (s € Re™) y otro en el eje positivo real (s € Ret), por lo tanto la planta en lazo abierto es
inestable. La fuerza de control u actiia sobre el carro, y es conjugada al desplazamiento horizontal
del mismo. .

Denotaremos por M la masa del carro, m la mass del péndulo (concentrada en el centro de
masas cm), 7, y 72 el desplazamiento y velocidad angular del péndulo, 1 la distancia desde la
articulacién del péndulo al carro hasta su centro de masas,a la aceleracidn de la gravedad, y z,,
€ Yem las coordenadas horizontal y vertical del centro de masas.

1

Xem

o
—

le
e

Isinx
T gm

Figura 3.1: Sistema carro-péndulo invertido
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3.1 Construccién y control del modelo

Las ecuaciones de movimiento del péndulo fueron desarrolladas a partir del Lagrangiano del
sistema en analisis, usando procedimientos generales [4] escritos en el lenguaje propio de Mople V
[5]- Las ecuaciones diferenciales que rigen al modelo —expresado en la forma de la ecuacién (1)-

son : . .
. . 0 :
(J.:]) = (-cosgz,)mlsin(zx)t;-—asin(:‘)(m+M)) + ( cos(zy) )u (25) .
Z2 (—m— MY mcos(z;) )1 Tm—Mimcos(z1)?)

con la salida :

y=h(z)=n

Identificado el sistema se determina el grado relativo. Utilizando el programa Maple V'se determind
que el grado relativo (r = 2), coincide con el espacio de estados. Luego la ley de realimentacién
que linealiza el sistema esta dada por : C i

= Lih(z)
R ey (26)

Fn un sisterna lineal es posible asignar autovalores o satisfacer un criterio de optimizacién mediante
una ley de control proporcional :

v=Kz K=(Cy . . . Cn-1) @7
En sistemas no lineales esto puede realizarse mediante una ley del tipo :
v = Coh(-’l) + Clth(I) + ..+ Cn-lL}‘—lh(.’t) (28) .

Por lo tanto, como v puede disefiarse de manera de asignar arbitrariamente los polos a lazo cerrado
a los efectos de estabilizar el sistema, tendremos que la ley de control resultante esté dada por :

w2 Lih(z) ~ C1Lsh(z) ~ C3h(z)

L,Lih(z) (29)
donde C; y C; son los coeficientes del vector de ganancias K. En este caso :
Leh(z) =z, (30)
- Isin(z; )z?; — asin(zy)(m + M),
L2 h - COS(Z) )m 1
1h(=) {(—m — M +mcos(z1)*)! (31)
L. Loh(z) = cos(zy)
sLrh() (—m — M + mcos(z; * )l (32)
La funcién de transferencia del sistema linealizado y estabilizado resultante serd :
Y 1.
B = T o (3) "

w(s) 2+Cyis+Cs

4. Simulacién y resultados
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4.1 Empleo del programa SIMULINK

Se modela y simula el sistema carro-péndulo, utilizando el programa SIMULINK, con el
propésito de evaluar la teorfa de control propuesta y comparar los resultados con los que se ob-
tendran en el programa MECANO.

SIMULINK es un programa para simular sistemas dinamicos. Funciona como extensién al
programa MATLAB y agrega numerosas funcionalidades.especificas de sistemas dinamicos al mismo
tiempo que conserva toda la capacidad de MATLAB. La figura 4.1.1 muestra el esquema de control
con realimentacién modelado en SIMULINK.

(O——»{termpo]

Clock To Workapace1 —E’Lq
-ﬂ_’_
{ tte ]

Ta Workapace

U

Step Fen St-lm1 [CONT-NL

To Workspace2

Figura 4.1.1: Esquema de control con realimentacién

La funcién “Pendulo” contiene las ecuaciones de movimiento del sistema modelado - ecuacién
(25) -, mientras que “Controlador” contiene las ecuaciones que definen al controlador - ecuaciones
(29), (30), (31} y (32).

Los parametros utilizados en la simulacién son :
e m: masa del péndulo = 2.0 kg
o M: masa del carro = 8.0 kg
e 2 longitud del péndulo = 1.0 m
o a aceleracién de la gravedad = 9.8 m/s?

Pl sistema es perturbado de su posicién de equilibrio inestable mediante la aplicacién de un
torque T en la base del péndulo. (T = 10][Nm] Vt < 1 y T = 0.[Nm] V¢ > 1). La figura 4.1.2
muesta la evolucién de la posicién y la velocidad angular a lo largo del tiempo. En la figura 4.1.3
se presenta la fuerza ejercida al carro para estabilizar el péndulo.
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Figura {.1.5: fuerza de control

La integracién numérica en todos los casos es realizada utilizando el esquema de Runge-Kutte
de 5° orden.

4.2 Empleo del programa MECANO

El programa MECANQ, basado en el método de elementos finitos, ha sido concebido para el -
analisis de mecanismos y estructuras no lineales, es decir el estudio del sistema a lazo abierto. Para
analizar problemas de control es necesario un trabajo adicional: el lazo puede cerrarse empleando
el “elemento utilizador” a través del comando “.SOL”. .

El objetivo de este punto es el de programar un algoritmo de control para el sistema analizado
en la seccién 3, empleando el programa multipropésito de simulacién de mecanismos MECANO
—con “elementos” apropiados, al estilo de los usados para representar el sistema mecanico- para
poder verificar mediante simulacién el correcto funcionamiento del sistema completo. '

La funcién “user”; dentro del programa MECANO, permite la creaciéu de elementos con
varios niimeros de nodos y es posible determinar una ley en funcién del tiempo y dependiente de
desplazamientos nodales, velocidades, y/o aceleraciones del elemento. .
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4.2.1 Modelo de elementos finitos y simulacién del sistema

Fl carro est4 definido por un elemento masa rigido, se encuentra libre en el eje z, restringido
eny y en las rotaciones ¢ y ¢y. El vinculo entre el carro y el péndulo esta definido por un elemento
Hinge (elemento propio del médulo MECANO, para definir vinculos). Estos estan construidos en
base a los nodos que definen el carro y el extremo del péndulo y utilizando un tercer nodo adicional
sobre el cual se asigna la rotacion relativa interna. El péndulo consta de un elemento masa rigido
en su extremo ~donde se concentra la masa —, libre en los ejes z,y y fijo en la rotacién ¢,.

Sobre €l carro se aplica una fuerza implementada por un elemento “fuerza” que adopta la )
consigna de mover a éste para que el péndulo se mantenga en posicién vertical. Este elemento
permite que la carga pueda ser expresada como funcién explicita del tiempo y de las posiciones de
los grados de libertad seleccionados junto con las primeras derivadas {posicién y velocidad).

El sistema de ecuaciones, en el elemento utilizador, adopta la forma de un vector de ecuaciones
de segundo orden :

Mq'_'_gint = gezt (34)

La salida de la ecuacién empleada son las fuerzas internas fin:, fuerzas externas fc,} y la matriz
de iteracién S, cuyas expresiones estan definidas por : . ’

fine=M§ - (35)

fext = 9'-"‘ (36)

S = dlKT -+ azM + a30 (37)

Donde los valores de o; son constantes definidas por de MECANO, funcién del algoritmo de
integracién y del paso de tiempo empleado. K7 y C son la matriz de rigidez y amortiguamiento
respectivamente, definidas como :

__ Ofint(q)
C= ————aé (39)

Se utiliza para el anilisis de repuesta dindmica un esquema de integracién predictor corrector
implicito de Hilber, Hughes y Taylor con seleccién automética del paso del tiempo.

El sistema y la fuerza excitatriz son definidos de la misma manera que en la seccién 4.1. La
figura 4.2.1.1 muestra las posiciones y velocidades angulares que adopta el péndulo a lo largo del
tiempo. En la figura 4.2.1.2 se presenta la fuerza ejercida al carro para estabilizar el péndulo.

e - smcm @z 1908 13¢28:36

- IRTAN
- 3 A
- f[ \\ - \\
i \ - T o r T
i \ .
=~ \ - \
- \ y . ' \/

Figura 4.2.1.1: evolucién de la posicion y velocidad angular
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Figura {.2.1.2: fuerza de conirol

8. Conclusién

Se estudié una teoria de control, aﬁlicable a sistemas no lineales, que fue implementada en el

programa de simulacion de mecanismos MECANQ utilizando un elemento “fucrza” para estabilizar
y controlar un sistema carro-péndulo. La solucién fue comparada con la obtenida en el programa
SIMULINK obteniendo curvas idénticas.

En un paso posterior, el estudio proseguira con la incorporacién de nuevos elementos al pro-

grama MECANO con el objetivo de representar sistemas de conirol en forma modular ~semejantes
a los del programa SIMULINK- empleando elementos apropiados, al estilo de los usados para
representar el sistema mecénico.
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