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En este trabajo se analiza una estrategia de control basada en geometria diferencial [1],
y para verificar 180performance se utiliza el prograrna de simul8ocion SIMULINK [2].

Por otr8o parle, se busca introducir en el program a multiproposito de simulacion de
mecanismos MECANO [3], 180capacidad de representar algoritmos y sistemas de control en
forma modular ··usando "elementos" apropiados, al estilo de los us8odos para representar el
sistema mecamco- para asi poder verificar mediante simulaci6n el correcto funcionamiento
del sistema completo.

Finalmente se modela un sistema mec3.nico para simular y verificar 180estrategia de
control empleada, y se comparan 108 resultados obtenidos por SIMULINK y por MECANO.

A. control strategy based on differential geometry is analiil.ed 11r. The performance of
control algorithms is verified using program SIMULINK, which is a well-known software used
for simulating general dynamics systems.

Some advancements towards the introduction of the capability of representing control al-
gorithms in the general purpose program for mechanisms simulation MECANO are presented.
The idea is to represent, in a modular way, control systems using appropriate "elements", in
the same style of those used to model the mechanism.

A particular mechanical system is modeled, and a control strategy is developed. The
system response is calculated by using SIMULlNK and MECANO, and the computed results
of both computations are compared.

La~ estrategias aplicadas en el control de sistemas no lineales usualmente se basan ell una line-
alizacion local 19], y posterior desarrollo de controladores lineales basados en el modelo linealizado
[6]. Para sistemas altamente no lineales, se utilizan con frecuencia control adores feedback lineales,
que garantizan en gran medida 8U estabilidad.

En estos Ultimos MOS han sido dcsarrollados metodos basados en geometria diferencialI8], que
permiten una linealizacioll exacta del modelo no lineal independientemente del punto de operacion.

En estc trabajo se analiza una estrategia de control basada en geometria diferencial, y para
verificar la performance se utiliza el programa de simulacion SIMULINK.



Por otra parte, se busca introduciren el programa multiproposito de simulacion de mecanismos
MECANO, la capacidad de representar algoritmos y sistemas de control en forma modular -usando
"elementos" apropiados, al estilo de 108 usados para representar el sistema mecanico-- para asl poder"
verificar mediante simulacion el correcto funcionamiento del sistema completo.

Finalmente se modela un sistema meeamco para simular y verificar la estrategia de control
empleada, y se comparan 105resultados obtenid05 por SIMULINK y por MECANO.
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u(t) = [Ul (t) um(t)]

x(t) = [X1(t) x,,(t)]

yet) = [Yl(t)···Yp(t)]

son los vectores de controles, de estados y de salidas, respectivamente, y las funciones I, 91> ···,9m,
hI, ... , hp son inflnitamente diferenciables (COO).

Se propone un cambio de coordtmadas con el fin de obtener una forma mas "simple" del
sistema din8mico anterior, que muestre claramente algunas caracteristicas del mismo qul':no estlin
explicitamente manifestadas en las variables originales. Para sistemas no lineales es natural intentar
cambios de coordenadas no lineales de la forma siguiente [1] :

{

~1 } { 4>1(Xl ' •..• , x,,) }

z = . = ~(x) = .
. .

Z" 4>•• (Xl, .. "X,,)

debiendo verificar las siguientes propiedades: ip es inversible y cl' y ip-l son infinitamente dife-
renciables. La primera propiedad permite volver a 105estados originales, mientras que la segunda
garantiza. que la descripcion del sistema en las nuevas coordenadas sea tan suave (diferenciable)
como la original (propiedad llamada J.ileomorji8mo).

Definicion R.R.1: Dadas!as funciones h: JR"-ctJR y f: JR"-->/R", llamarem05 derivada de Lie
de h(x) en la direccion del campo vectorial /(x) a la funci6n L,h : lRn~JR



Se supone que las funciones que intervie.nen son infinitamente diferenciables, pOI"10 tanto, la
aplicacioo repetida de la operacioo definida es posible, y podemos escribir:

LgLJh(x) = o[L~~(x)lg(x)

o[Lt-1h(x)]
L}h(x) = JOx f(x)

Definicion !.£.!: El sistema de una entrada y una salida:

~;:= f(x) + g(x)u
y = hex)

tiene grado relativo r en Xo si y solo si:
L LgL}h( x) = 0, k = 0,1, ... , r - 2, x en un 'entorno de Xo
2. LgL'j-lh(xo) # O.

El grado relativo de un 'sistema depende de la funcion de salida h(x), y caracteriza cuan
directamente las entradas afectan la salida. Es decir que r e,s la cantidad de veces que hay que
derivar la salida para que aparezca explicitamente el control u.

Conside.remos un sistema no lineal con una entrada y una salida, cuyo grado relativo sea n,
es deck, igual a la dimension del espacio de estad06. A partir de la forma normal establezcamos
condiciones que pemIitan obtener una version lineal y controlable del sistema no lineal. Dada la •
hip6tesis hecha sobre el grado relativo, eJ cambio de coordenadas necesano para la consirucci6n
de la forma normal es :

Z ::: { ~~ } = ~(x) = { L~~(~) }

;n Lj-ih(x)

En las nuevas coordenadas el sistemas se escribe :

{
~::~:}

Zn-l =. Zn

in = b(z) + a(z)u
y = Zl

a(z) = LgLTlh(~-I(Z»

b(z) = Lih(~-l(Z»
Si definimos V = b(z) + a(z)u, result a.:

(13)

(14)

{

. Z,:~' : ~.~ }
Zn-l = Zn

in::: V

y = Zl



que es lineal y controlable.
Es decir que un sistema no lineal con grsdo relativo r = n. puede ser transformado en un

sistema lineal y controlable [1], a traves de (ver figura 2.3.1):
• el cambio (local) de coordenadas z = iP(x) dado por ecuaci6n (12)
• la realimentaci6n no lineal :

1
u = a(z) [-b(z) + v]

Por 10 tanto si Xo es un punto de equilibrio del sistema original, y el sistema tiene grado
relativo r = n en xo, existe una ley de realimentaci6n no lineal definida en un entorno de Xo y una
transformaci6n de coordenadas - tambien en un entorno de Xo- que convierten al sistema en uno
lineal y controlable definido en un entorno de z = O. Sobre este sistema lineal puede definirse una ley
de control por realimentacion para, por ejemplo. obtener un detenninado conjunto de autovalores,
satisfacer un determinado criterio de optimizaci6n, lograr el seguimiento de una trayectoria, 0,

algUn otro objetivo.

Si el sistema tiene grsdo relativo r < n, determina parcialmente la transformaci6n dada por la
ecuacion (11) ya que solo es posible definir tPl(X), ...• tPr(x). Pero es posible agregar a las anteriores
otras n - r funciones tPr+I(X), tPr+2(x), ... , tPn(x) tales que op(x) tenga jacobiano no singular en Xo,
es decir que sea un difeomornsmo. Por 10 tanto resulta :

ir = b(z) + a(z)u
ir+! = qr+!(z) + Pr+l(Z)U(t)

a(z) = LgV;-lh(op-l(z»

b(z) ;;:;Ljh(op-l(z»

q.(z) = L/tP.(<)-I(Z», i = r + 1, ,n

p;(z) = LgtP;(<)-l(z», i = r + 1, , n.

(18)

(19)

(20)

(21)

Como se observa en la ecuacion (17), el control se encuentra en las n - r ultimas ecuaciones. Es
posible elegir tPr+1,"" ¢n de tal forma que :



para todo x en un entorno de Xo, el control u(t) desapareee de elias, y se obtiene la fonna normal.
del "i"tema ; .

il = Z2

Z2 = Za

Zr-l = ZT

ir = b(z) + a(z)u
ir+1 = Qr+1(z)

in = qn(Z)Y = Zl

Encontrar funciones tPr+J' ... , tPn que verifiquen LgtP;(x) = 0 para i = r + 1, ..., n significa resolver
un sistema de n - r ecuaciones en derivada..~parcia.les :

8tPr+l(X) ( ) _ 0 l}jn(X) ( ) = 0
ax 9 x - , ... , 8x 9 x

Con el objetivo de comprobar la.eficiencia de la teoria analizada, se modela y simula el sistema
de carro-pimdulo mostrado en la.figura 3.1.

El sistema en estudio consta de un carro que se desplaza horizontalmente sobre el cual se
encuentra montado un pendulo invertido con desplazamiento angular. El pendulo invertido se
encuentra en una situoc-ion de equilibrio inestable, pudiendo caer en cualquier momento si no se Ie
aplica una fuerza de control adecuada. Se demuestra que la planta tiene un polo en el eje negativo
real (8 E lRe-) y otro en el eje positivo real (s E lRe+), por 10 ta!lto Ja planta en lazo abierto es
inestahle. La fuerza de control u actua sobre el carro, y es conjugada al desplazamie.nto horizontal
del mismo.

Denotaremos por M 13 masa del carro,. m la masa del pendulo (coni:entrada en eI centro de
masas C1l'i), Xl Y X2 el desplazamiento y velocidad angular del pendulo, 1 la disTancia desde la
articulaci6n del pendlllo aI carro hasta su centro de masas,a la aceleracion de la gravedad, y Xcm
e Ycm las coordenadas horizontal y vertical del centro de masas.

~

1



Las ecuaciones de movimiento del pffidulo fueron desarrolladas a partir del Lagrangiano del
sistema en anaIisis, usando procedimientos generales [4Jescritos en ellenguaje propio de Maple V
(5). Las ecuaciones diferenciales que rigen al modelo -expresado en Ill. forma de Ill. ecuacien (1)-
son:

(~l)= ( -Cos(Z\)mloill(z\f;;-llsin(Z\)(m+M) ) + ( co.9zll ) u
X2 (-m-M+mcos(zd')1 (-m-M+mcos(z,j'l)/

Identificado el sistema se determina el grado relativo. Utilizando e1programa Maple V se determine
que el grado relativo (r = 2), coincide con el espacio de estados. Luego la ley de realimentacien
que linealiza el sistema esta dada por :

v - L}h(x)
u=----

. L,L/h(x)

En un sistema lineal es posible asignar autovalores 0 satisfacer un criterio de optimizacion mediante
una ley de control proporcional :

\

(28) •

Por 10tanto, como v puede disefiarse de manera de asignar arbitrariamente 10spolos a lazo cerrado
a 106efectos de estabilizar elsistema, tendremos que Ill. ley de control result ante esta dada por :

w - L}h(x) - CIL/h(x) - C2h(x)
u = --~-----------

L,L/h(x)

Lfh(x) = X2

L2 hex) = -cos(xI)mlsin(xdx22 - asin(Xl)(m + M}
/ (-m - M +mcos(xl )2)1

L L hex) = _ cos(xJl
, / (-m - M + mcos(xd2)l

La funci6n de transferencia del sistema linea.lizado y estabilizado result ante sera:

H*(s) = !"(s) = 1
w(s) s2 + CIS + C2



Se model a y simula el sistema carro-pendulo, utilizando el programa SIMULINK, con el
prop6sito de evaluar 180teori8ode control propuesta y comparar los resultados con los que se ob-
tendran en el programa MEGA NO.

SIMULINK es un programa para simular sistemas dimimicos. Funcion8o como extension a1
program a MATLAB y agrega numerosas funcionalidades.especificas de sistemas dinamicos a1mismo
tiempo que conserva tod8o180c80pacidadde MATLAB. La figur804.1.1 muestr80el esquema de control
con realimentacion modelado en SIMULINK.
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La funcion "Pendulo" contiene las ecuaciones de movimiento del sistema modelado .. ecuaclOn
(25) -, micntras que "Controlador" contiene las ecuaciones que definen al controlador·· ecuaciones
(29), (30), (31) y (32).

• m: mas80del pendulo = 2.0 kg

• M: masa del carro = 8.0 kg

El sistema. es perturb8odo de :m posicion de equilibrio inestable mediante la 8oplicacionde un
torque Tenia base del pendulo. (T = lO[NmJ "It < 1 Y T = O.[Nm] "It > 1). La flgura 4.1.2
muesta 180evolucion de la posiciOn y 180velocidad angular a 10largo del tiempo. En 180figura. 4.1.3
se presenta la fuerza ejercida a1 carro para estabilizar el pendulo.



La integraci6n numerica en todos 108 CRS08 es realizada utilizando el esquema de R'l£nge-K'l£tta
de 5° orden.

El programa MECANO, basado en el metodo de elementos finitos, ha sido concebido para el •
an8.lisis de mecanismos y estructuras no lineales, es decir el estudio del sistema a lazo abierto. Para
analizar problemas de control es necesano un trabajo adicional: ellazo puede cerrarse empleando
el "elemento utilizador" a traves del comando ".SOL".

El objetivo de este punta es el de programar un algoritmo de control para el sistema analizado
en la seccion 3, empleando el programa multipropOsito de simulacion de mecanismos MECANO
-con "elementos" apropiados, al estilo de 108 u.sados para representar el sistema mecamco- para
poder verificar mediante simulaci6n el correcto funcionamiento del sistema completo.

La funcion "user", dentro del programs MECANO, pennite Is creacion de eleluentos con
varios nmneros de nodos y es posible determinar una ley en funclon del tiempo y dependiente de
desplazarnientos nodales, velocidades, Y/o aceleraciones del elemento.



Estrategias de conirol para ~istemas mecanicos.

EI carro esta. definido por un elemento m/&64 rigido, se encuentra libre en el eje X, restringido
en 11 yen las rotaciones 4>" Y 4>y. El vinculo entre el carro y el pendulo esta. definido por un elemento
Hinge (elemento propio del modulo MECANO, para definir vinculos). Estos estan construidos en
base a los nodos que definen el carro y el extremo del pendulo y utilizando un tercer nodo adicional
sobre el cual se asigna Ill.rotaci6n relativa interna. EI pendulo consta de un elemento m/&64 rigido
en su extremo -donde se concentra Ill.masa -, libre en los ejes X,1l Yfijo en Ill.rotacion 4>.. •

Sobre el carro se aplica una fuerza implemeniada por un elemento "fuerza" que adopt a Ill.
consigna de mover aeste para que el pendulo se mantenga en posicion vertical. Este elemento
permite que Ill.carga pueda ser expresada como funci6n explicit a del tiempo y de laSposiciones de
los grados de libertad seleccionados junto con las primeras derivadas (posicion y velocidad) ..

El sistema de ecuaciones, en el elemento utilizador, adopta Ill.forma de un wctor de ecuaciones
de segundo orden :

La salida de Ill.ecuacion empleada son las fuerzas internas f;nt, fuerzas extemas fert y Ill.matriz
de iteraci6n S, cuyas expresiones estan definidas por :

(35)

(36)

(37)

Donde los valores de Qi son constantes definidas por de MECANO, funci6n del algoritmo de
integracion y del paso de tiempo empleado. KT Y C son Ill.matriz de rigidez y amortiguamiento
respectivamente, definidas como: •

KT = 8fint(q)
. 8q

C = 8f;nt(q)
84

Se utiliza para el an8.lisis de repuesta din8mica un esquema de integracion predictor corrector
impllcito de Hilber, Hughes y Taylor con seleccion automatica del paso del tiempo.

El sistema y la fuerza excitatriz son definidos de Ill.misma manera que en Ill.seccion 4.1. La
figura 4.2.1.1 muestra las posiciones y velocidades angulares que adopt a el pendulo a 10 largo del
tiempo. En Ill.figura 4.2.1.2 se present a Ill.fuerza ejercida al carro para estabilizar el pffidulo.
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Se estudio una teoria de control, aplicable a sistemas no lineales, que fue implementada en el
programa de simulaci6n de mecanismos MECANO utilizando un elemento "fucrza" para estabilizar
y controlar un sistema carro-pendulo. La solucion fue comparada con Ill. obtenida en el program a
SIMULINK obteniendo curvas identicas.

En un paso posterior, el estudio proseguira. con Ill. incorporacion de nuevos elementos al pro-
grama MECANO con el objetivo de representar sistemas de control en fl>rma modular -semejantes
a los del prl>grama SIMULINK- empleando elementoe apropiados, al estilo de )05 USad08 para
representar el sistema mec8.nico.
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