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CAMPO DE VALIDEZ DE TEORIAS APROXIMADAS PARA LA RESPUESTA

DlNAMICA DE BARRAS CON NO LlNEALIDAD FISICA Y GEOMETRICA
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In.tituto de Mecamca Aplicada y Estructuras ( !MAE) , Facultad de

Cs. Exactas , Incenieria y Agrimensura , Universidad Nacional de Rosario.
Riobamba y Berutti , 2000Rosario , Argentina.

Se analiza el comportamiento de barras con material elastoplastico , bajo la accion de cargas transversales
aplicadas en forma e.tatica 0 dinanuca. Se evallia el campo de aplicacion de teorias aproximadas de
flexion de vigas y cables trente a la "exacta" que incluye la rigidez a flexion y axial • y el comportamiento
no lineal ceometrico y fisico .

Se presenta un modelo matematico que utiliza una formulacion lagrangiana actualizada • y la .olucion
numerica e. obtenida con un proceso incremental iterativo con el aleoritmo de Newmark y el esquema de
Newton Raphson modificado .

Se analizan ejemplo. de barras con varias esbelteces y distintos tipo. de carga . Por consideraciones
energeticas .e justifican resultados del comportamiento dinanuco. La discusion de la validez de las
teorias aproximadas se realiza en funcion de la esbeltez • obteniendose resultados de aplicacion practica .

The behaviour of elastic plastic bars is anaiysed under static or dynamic transversal loads . It is asse.sed
the field application of approximate beam flexion and cable theories with regard to the "exact" theory
which includes flexural and axial stiffness with geometrical and material nonlinearitie •.

A mathematical model is pre.ented using updated Lagrangian description and the numerical .olution is
obtained through an incremental iterative proce.s with Newmark method and modified Newton Raphson
scheme.

Example. of bar. with different .Iender ratios and type. of loadings are analysed . Re.ults of dynamic
behaviour are ju.tified through energetic principles. The discussion of approximate theories performance
i. carried out with regard to the .Iender ratio and practical re.ult. are obtained.

En el comportamiento de una viga con cargas tran.versale. intervienen sus rigideces a flexion y axial . La primera
gobierna exclusivamente la respue.ta mientras el an&lisis sea po.ible en el campo de las deformacione.
infinite.imas • para deformaciones finitas .e deben considerar ambas , y a medida que estas aumentan va ganando
importancia relativa la .ecunda • pudiendo lIeear a ser practicamente determinante . De e.te modo. de acuerdo
con el grado de deformacion • asociado con el nivel de la carca y con II' esbeltez de la barra • el comportamiento
sera flexional • denominado en adelante tipo viea • mixto , 0 gobernado por los e.fuerzos axiales • denominado en
adelante tipo cable .

En este trabajo se investiga el campo de aplicacion de estas teorias aproximadas y resulta una ampliacion de [IJ •
al introducir, con material elastopl.i.stico ideal. la no linealidad fisica. que hace posible el tratamiento de
problemas con curvaturas concentradas , como ocurre en empotramientos 0 bajo cargas concentradas • donde para
barras muy e.beltas se producen plastificacione. para valores reducidos de I••• cargas . Se consideran carc•••
est.Mcas y el caso dinbico frecuente de aplicacion subita • con integracion de 1acarga en II' masa activa de la
barra.



Para juzgar las soluciones aproximadas se utilizan los resultados de un anaIisis no lineal geometrico 1 tisico ,
inciu1endo las rigideces a flexion 1 axial , denominados en adelante resultados de la teoria "exacta" . La no
linealidad geometrica .e tiene en cuenta con una formulacion lagrangiana actualizada [2] , aplicando el metodo de
elemento~ finitos [3] para estructuras aporticadas planas, bajo la accion de cargas e.taticas 1 dinanucas . Se
consideran grande. de.plazamientos y rotacione. , 1 relacion no lineal entre de.plazamientos 1 deformacione. , a
traves de la actualizacion de coordenadas 1 la matriz de rigidez no lineal [4,5,6,7,8,9] . La no linealidad tisica
corre.ponde a un material elastopl••.•tico ideal con plasticidad asociada. Can la hipotelil de plasticidad
concentrada en las secciones extremas del elemento Ie deriva la matriz el•••topl ••.•tica [3,10,11,12,13,14] . La
resolucion numerica se efectua planteando un procelo incremental iterativo con aplicacion del metodo de
integration directa de Newmark par" el problema dinanuco y el esquema de Newton-Raphson modific"do par••el
problema no lineal [2,3] .

Los ejemplos analizadol correlponden aI c•••o de una barr ••recta de seccion rectangular constante , empotrad ••en
IUSextrema. , can do. estadol de carg••, concentr ••da en el centro de I••luz 1 repartida uniformemente en tad••la
longitud aplicados de la manera ,a eXJ:,ue.ta. Definiendo a I" esbeltez como la relacion entre la luz 1 I" altura de
I" .eccion rect •• , se h"n considerado v..Jore. dentro del intervalo (2 ,500) , habiendose elegido el limite inferior
par razone. de compatibilidad can la le1 de Navier-Bemoulli para la flexion. L•••relpue.tas se reprelentan por la
relacion de la. variables adimensionale. P = PlatA v.. if = u/<tL , donde P el la cuga total aplicada, A es
el area de la seccion recta , at' <0son la tension 1 deformacion de f1uencia , u es el desplazamiento transversal del
centro de la barra , para el c•••o dinanuco es el valor m&ximo, 1 L I••luz .

EI campo de aplicacion de I••• teon •.• aproximad •.• se define en funcion de la esbeltez , en lugar de la relacion
f1echa-espesor utiliz ••da en [1] , resultando un cambia conceptual 1 practicamente m••.•conveniente . Para las
teori ••• aproximad •••1 eJ c•••o de carga e.tatica .e utilizan I••• solucionel analitic ••• correlpondientes . Resultadol
del comportamiento dinamico .e predicen 0 ju.tifican , por con.iderationes energetic••• , " partir de I" respuest"
estatica corrrespondiente .

En un" formulacion I"grangi••na actualizada, el equilibrio dinanuco en un inltante genenco t+6t puede
expresarse " partir del principia de despl"zamientos virtuales , donde I••• variablel se relieren a una confirmacion
de equilibrio conoeida en el tiempo t, utilizandose I... tensione. del 2do tensor de Piola-Kirchhoff 1 las
deformaciones del tensor de Gretn-Lagrange . Se realiza una descompo.ricion incremental y se linealizan las
ecuaciones resultantes , que luego se mejoran par iteracion [1,2J .
La utilization del metoda de elementol finitol permite transformar I••• ecuaciones diferencialel en un listema de
ecuaciones algebraicas . Para un elemento ,1 referido alas coordenad•••localeI resulta :

donde fop, M , C son I••• matrices de rigidez elastoplanica , m"oa y amortiguamiento , 6il el incremento de

despl"zamientos nodales , ~, ~ son I•.• aceleraciones 1 velocidades nodales evaluad ••• en t + 6t , ~ son I•••

fuenas sobre los nodos necelarios par" el equilibrio del elemento 1 F I••• fuenas internas lobre 101 nodos

evaluadas en t .

Se delarrolla un elemento de barra para portico plano que tiene en cuenta no linealidad geometrica a traves de
grandel despl"zarnientol y rotaciones , con pequeii••• deformacionel 1 relacion no lineal entre desplazamientol 1
deformaciones; no linealidad fisica can hipotelis de material el•••topl ••.•tico .riD endurecimiento, pl•••ticidad
•••ociada y desplazamientos planico. concentradol en I••• leccionel extremas de la zona deformable ; zon•••rigid•••
en 101 extremos para considerar nudos de dimenlionel no despreciablel .

La fig. 1 muestra el liltema de coordenad••• localel utilizado para todo el elemento (N) , 1 el sistem•• local
referido a la zona deformable ( - ) exciuyendo 10. extremal rigidol .

EI campo de incremento. de desplazamientol de un punta generico de la barra en direccion axial 1 tranlversal ,
referido al listema xl' X, el :
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.donde Ail contiene los incrementos de desplazamientos de las seciones extremas A y B . H es la matri. de las
funciones de forma [1] , donde se ha supuesto variacion lineal para los despla.amientos axiales y cubicI' para los
transversales , considerando al elemento sin cargas de tramo .

Para el estado elastico las ecuaciones constitutivas de II' seccion son:

{N}_(EA ]{U)'l}
M - EI u2,11

donde N es el emeno nonnal , M es el momento fleet or , E es el modulo d. elasticidad , A el area e I el momento
de inercia de II' seccion recta. No se tienen en cuenta deformaciones por corte, luego el esfuerzo de corte Q se
obtiene por equilibrio del elemento .

En estado plastico .e utiliza la siguiente funcion de f1uencia para seccion rectangular [3,10J :

Y(F) = I~I + (N
p

)2 - 1 = 0

donde ~ = (7. Z os el momento plastico , con a. tension de f1uencia del material y Z el modulo plastico de II'
seccion; Np = a. A es el esfuerzo normal plastico .

La relacion entre incrementos de fuenas y de desplazamientos en las seccione. A y B , referido al sistema local
'x 1 , *x~ es:

AF X.P AU (5)

donde AU AU' + AUP = X-) AF + ex; A (6)
of

AU' es el incremento de desplazamientos elasticos , en el cual X = XL + Xl'lL con KL matri. de rigide. lineal

elastica [IJ , Xl'lL matriz de rigidez no lineal [1], AliP es el incremento de desplazamientos plasticos ,con oY/oF
matri. gradiente de II' funcion de f1uencia y AT= [ "A , "B J contiene escalares positivos .

~ -
Las fuenas internas son F = [NA ' QA , MA , NB , QB , MB J . A partir de II' relacion elastica AF = K Aii' y

~ ~T ~
II' condicion de consisteneia Y(F) = 0 •.• AY = OY/oF AF = 0, se obtiene II' matriz elastoplastica [10,14] :
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La evaluacion de I"" fuerz"" intern"" F e. el elemento principal en la preci.ion numerica de 101 re.ultado •. Para
el incremento en cada P""o. en lugar de evaluarlo con la relacion (7) linealizada •• e obtiene una mejor
aproximacion teniendo en cuenta el acoplamiento entre de.plazamiento. axiale. y tran.ver.al... Con el
incremento de de.plazaI!'..iento. Ail Ie obtienen , por relacione. geometric"" , 101 incremento. de giro. en I""
.eccione. t y B: A8A • A8B con respecto ala cuerda L, , y el incremento de alargamiento A(Al) = l+~IL, _IL,

Luego re~an I"" .iguiente. expre.ione. explicit"" para 10. incremento. de fueu"" intern"" :

ANB =-ANA = [kll-k~1 (Y~IE'11-2 Yl1Y~2E~2+y~~;2) J A(AI)

+ kll [ k33Y11Y31E~1+ ( k36Y11Y62 - k33Y31Y.2 ) E~2- k36Y.2Y62Ei2) A8A

+ kl1 [ k36Yl1Y31E'11+ ( k33YIIY62 - k36Y31Y.2 ) E~2 - k33Y.2Y62E~12]A8B (9)

AMA = k11 [k33Y 11Y31E~1+ (k36YIIYn - k33Y31YO ) E12 - k36Y~2Y6~;2] A(Al)

+ [k33 - (k;3 Y;IE~I + 2 k33k36Y3IY6~~2 + k;6Y~~;2 ) J A8A

+ [ k36 - ( k33k36Y;IE~ I + ( k;3k;6 ) Y31Y62E~2 + k33k36Y~~;2 ) ] ASB (10)

AMB = kll [ k36Y11Y31E~1+ ( k33Y11Y62 - k36Y31Y.2 ) E~2- k33Yf2Y62E;2] A(Al)

+ [ k36 - ( k33k36Y;IE~ I + ( k;3k;6 ) Y31Y6~i2 + k3~36 Yi~i2 ) ] A8A

+ (k33 - ( k;6 Y;lE~ 1+ 2 k33k36Y31Y6~13 + k;3 Yi2Ei2 ) 1 A'a (11)

AQA = -AQ8 = ( AMA + AMB ) / L, (12)

k _EA +NB
11- L,

k _2EI_L,NB
36 - L, 30
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con Eij componente. de E , teniendo en cuenta que :
Si lolamente e.ta pl""tificada la .eccion A • el : Yn = Y62= Ei2 = E;, = 0 , E~1= 1 / Ell .
Si .olamente e.ta pl•.•tificada la .eccion B , e. : Y11= Y31 = Ei 1 = E~, = 0 , E;1 = 1 / E12 .
Para la barra con comportamiento ela.tico e.: Y11= Y31 = Y.2 = Y62= Ell = E'12= Ei2 = 0

Para 10. delplazamiento. pla.tico. re.ulta :

>'A= -k11 (YnEl1- Y~1E~2) A(Al) + (k33Y3IE~1 +k36Y62E~2) ASA

+ (k36Y31E~1 +k33Y62Ei2) A8B

>'B=kll (-YIlEi2-Y.~;') A(Al) + (k33Y3IE~2+k36Y6~;') A'A

+ ( k36Y31Ei2 + k33Y62Ei2 ) AS8
p p p

A8A= Y31>'A A88= Y62>'B A(Al) = Yn>'B-Yl1>'A

En la implementacion computacional del c.llculo de t:.F Ie han tenido en cuenta 101 siguientel detail •• :
(a) Si dentro de un incremento de de.plazamiento. Ai .e detecta la plaltificacion de una .eccion, .e evallia la
fraccion rAU para a1canzar la .uperficie de fluencia, y con (1 - r)Aii y la rigidez modificada por la
pl•.•tificacion Ie completa el anaIisi. del pa.o . (b) Por I"" hipotesi. usadas • el incremento de fuen"" en una
.eccion plastificada e. un vector tangente a la superode de flueneia . EI mc\dulo de ese vector se iguala a la
lonptud de arco sobre la .uperfieie de flueneia para lograr siempre Y(F) = 0 . (c) Si en un incremento AU , en



una seccion plastificada resulta A < 0 segUn (14) 0 (15) significa descarea elastica. En ese caso se recalcula .!
incremento con la rigidez elastica correspondiente .

EI desarrollo d. !~:imatrices de masa M , y amortiguamiento C puede verse en [lJ .
Los terminos descriptol se han referidos a la configuracion t y al liltema local \;(1 , \;(2 , y deben tranoformarse
para referirlol a la lonf;itud total y al sistema local inieial 0,,\ , OX) • Para ello se utiliza una matriz de rotacion
T4> en funeion del angulo 4>c(ver fig.!) • luego una transformaeion por extremos rigidos G y oua matriz de
roticion T 4>en funcion del angulo '" , teniendo en cuenta las relaciones geometricas :

~ ~;:;; TTT'=: _
~u = T",c G T", t.u tiP = T", G T",c tiP (11)

Los terminol de la ecuaeion (!) se transforman a coordenadas globales de la estructura "i mediante la matriz de
rotaeion To en funcion del angulo cr entre los ejes globales y locales iniciales . Realizada la rotacion , las fuerzas
p cambiadas de si&l10(accion sobre los nodol de la estructura) se ensamblan y junto con las cargas directamente
aplicadas sobre los nodos it definen el equilibrio din.i.micodel sistema:

I+.o.lp + I+.o.lit = 0 (18)

Reemplazando I+.o.lp de acuerdo a (1) se obtiene el sistema de ecuacione. de equilibria din.imico en
de.plazamientos a resolver, sobre el que se aplica el algoritmo de Newmark de integracion directa y el esquema
iterativo de Newton-Raphson modificado en cada paso [2J .

Se analiza el caso de una barra recta empotrada en sus extremos . Las careas son : concentrada en el centro de la
luz y repartida uniformemente en toda la longitud, aplicadas en forma estatica y din.i.mica por imposicion
subita , con incorporacion de la carga como masa activa • manteniendose luego constante .

Las caracteristicas de los casos analizados son: E = 210000 MPa, (I, = 140 MFa, luz L = 240 cm, seceion
rect&n«ular cOlUtante con b = 2 cm , h = 120, 24, 12, 2.4, 1.2 y 0.48 cm , obteniendose esbelteces
A = L/h = 2, 10, 20, 100, 200 Y 500 . Se considera amortiguamiento nulo .

Aprovechando la simetria se discretizo media barra con! elemento para carea concentrada y 3 elementos iguales
para carea repartida . En este caso para evitar la plastificacion simultanea de dOl seceiones adyacentes a un
nodo , que provoca una singularidad en la matriz de rigidez , se define al elemento intermedio como elastico .

EI elemento de barra desarrollado en este trabajo fue implementado en un codigo de computacion • en lenguaje
FORTRAN, para anausis estatico y din.i.mico de estructuras por elementos finitos • que considera no linealidad
mica y geometrica • con formulacion lagrangiana actualizada • integracion directa paso a paso con algoritmo de
Newmark para el problema din.i.mico y esquema iterativo de Newton-Raphson modificado para el problema no
lineal. Asi se representa el comportamiento "exacto" con teoria de grandes desplazamientos .

La respuesta para la teoria de flexion de vigas se obtiene eliminando la actualizaeion de coordenadas y la
formacion de la mamz de rigidez no lineal . La respuesta para la teoria de cables se obtiene eliminando la rigidez
y resistencia a flexion. Numericamente se representa con valores del momento de inercia y el modulo plastico
mllYpequenos , del orden del 1% de sus valores reales .

EI anwis de la barra para carea estatica con teoria de vigas y teoria de cable no se realiza con el programa de
computacion y su correspondiente solucion numerica , sino que se utilizan soluciones analiticas conoeidas .

Los resultados del comportamiento din.i.mico se predicen 0 justifican , aplicando consideraciones energeticas y
utilizando la respuesta estatica correspondiente . Debido a que interesa el valor maximo del despluamiento
transversal del centro de la viga y este se alcanza en los primeros instantes del movimiento • cuando los efectos
del &lIlortil\lamiento cui no Ie he manifestado , resulta posiblepor simplicidad • considerar al siJtema con
amortiguamiento nulo .



CMca concenkada en el centro de la lu»: Aplicando el principio de con.ervadon de la energia , entre la po.icion
inieial y la de m&ximode.plazamiento transversal, y teniendo en cuenta que la variacion corre.pondiente .de
energia cinetica es nula I resulta

t.E = t.Ep + t.Ed + t.E1 + t.E( = 0 (19)

donde Ll.Ep= - Pd u",u e. la variacion de enercia potencial, .iendo Pd la carga aplicada .ubitamente .
tl.Ed , t.E, , t.Ef son re.pectivamente la variacion de ene.-giade deformacion , la enerpa mecanica tran.fonnada
en calor cuando se incur.iona en el campo plastico , y exclusivamente para el caso de cable. , el incremento de
enercia potencial por cambio de forma. Su .uma .e puede calcular a trave. del trabajo de una carga concentrada
aplicada en fonna e.tatica en el centro de la viga que provoca un desplazamiento igual al desplazamiento m&ximo
para carga .ubita , debido a que esta .e incorpora a la viga como masa activa y la masa de la barra re.ulta
de.preciable , luego la carea activa y la fuerza de D'Alembert .on cargas concentradas en el centro de la viga .
LuellOde (19) resulta : u",u

Pd umu = f P(u) du (20)
o

E.ta ecuacion e. independiente de la e.beltez e implica que, para las teoria. de viga y cable•• en la. fig•.2 y 3 ,
por compen.acion de areas debe .er Al = A2 •

En el campo elastico , a partir de (20) , el factor de amplificacion din&m.icare.ulta D = 2 para la teoria de vigas ,
valor clasicamente congcido • y para cable•• teniendo en cuenta que la respue.ta .e puede aproximar con una
parabola cubica , D = J4 = 1.59 , valor que concuerda con 10. obtenido. del an&li.i. numerico . EI limite de la
re.pue.ta en el c••mpo elastico corresponde a u",u = u. 0 P d = P ,/2 par ••vigas •y Pd = P ,/4 pu ••cables .

En el campo plastico • a partir de Al = A2 .e concluye que , debido a la perdida de rigide•• el coeficiente de
amplificacion dinamico re.ulta mayor al corre.pondiente al periodo elastico y particularmente para I•• teoria de
vigas •• e verifica que pu ••Pd .•.•p. , (u"l .•.•u.): u",u'" 00 y D ..• 00 , conclu.ione. que .e comprueban en 10.
re.ult ••do. del an&li.i. numerico .

Carea uniformemente reparticU en tada la lUll: Por con.ideracione. an&loga. al Caso de carea concentrada
re.ulta • en corre.pondencia con (20) • la .iguiente ecuacion

u",u(x=L/2)

Pd u",,,,,(x=L/2) ~ f p(u) du(x=L/2) (21)
o

donde Pel y p(u) .on cargas uniformemente repartidas aplicadas en forma .ubita y e.tatica re.pectivamente . En
.u deduccion .e tuvo en cuenta que u(x) = u(x=L/2) f(x) y el caracter ••proximado .e debe a que las fue•..•as de
inerei••• asoci••das con Pd no .on uniformes .

Aplicando (21) en el campo elastico re.ulta • par ••la teoria de vigas D = 2 •Ypara cable•• aproximando p = p(u)
con una parabola cu••dratica , D = J3 , valor que concuerda con 10. obtenido. numericamente . En el campo
elastoplastico, debido •• la perdida de rigide•• re.ultan valore. m••yore•• cumpliendo.e en vigas que para
Pel ..• P, , D .•.•00 •

De acuerdo a (20) y (21) • la re.puesta din&m.ica.e deduce de la estatica , y asi .e coneluye que mientras 1&
respuesta e.tatica de Ja teoria exacta tiende •• coincidir con la de una de las teorias aproximadas , la mi.m ••
coincidenei••se debe du entre las re.pue.tas din&m.icas• como .e ob.erv ••en 10. resultados numericos .



Se representan las relaciones adimensionales P = P/a.A vs. u == u/f.L simultaneamente para la respue.ta
estatica 1 maxima respuesta dinamica con las teonas "exacta", flexion de vigas 1 cables. Las figs.41 5
corresponden a .\ = 20 1 200 para carga coneentrada .

Carea eNuca :

- Comportamiento general: Se distingue una primera etapa donde la respuesta es elastica , que finalin cuando al
menos una seccion plastifica , luego sigue un periodo elastoplastico , con perdida de rigidez , hasta la planificacion
del nUmero necesarlo de secciones para formar un mecanismo , tres en este caso . Luego comienza una etapa
donde notoriamente se produce una redistribucion de esfuerzos internos en las secciones plastificadas,
manteniendose la combinacion de esfuerzos internos sobre la superficie de fluencia , disminu1en los momentos
fleetores 1 aumentan los esfuerzos normales , hasta a1canzar momento flector nulo . La Ultima etapa consiste en
resistir la carga con cambia de forma 1 esfuerzos intemos constantes , de manera que para el desplazamiento en el
centro de la luz tendiendo a infinito , la carga tiende al valor 2a.A . Manteniendo est•.• caracteristical generalesse
observa que la respuesta esta condicionada por la esbeltez y , si bien debe ser una funcion continua de esta
varlable, pueden distinguirse comportamientos tipicos para esbelteces reducidas (.\:5 20) 1 para esbelteces
grandes (.\ ~ 200) que difieren notablemente entre si .

- Esbeltez reducida (.\:5 20) , ver fig.4 : Etapa elastica: la respuesta demuestra linealidad geometrica 1 en
con.ecuencia coinciden con 10. re.ultado. de la teoria de vigas . Etapa elastoplastica : para e.ste tipo de carga no
existe debido a que .e plastifican I... .eccione. de apoyo 1 centro de tramo simulta.neamente. Etapa de
redi.tribucion de e.fuerzo. intemo. : e.ta etapa comienn con rigidez muy pequeiia debido a que el mecanismo
que se ha formado al final de la etapa anterior e. practicamente de flexion, con pequeno. de.plazamiento.s y en
consecueneia .on nece.arlo. incremento. importantes de 10. mi.mos para que la barra tenga configuracione.
apropiadas para .oportar incremento. de carea con osfuerzos normale •. E.ta etapa finallza con la plastificacion de
la barra exclu.ivamente por esfuerzos axiale•. En la Ultima etapa el incremento de carga es equilibrado debido al

, cambio de forma 1 la re.pue.ta coincide con la obtenida por la teoria de cable. :

- E.beltez grande (.\;:::200), ver fig.5: Ehpa elastica: de.de el inicio la respuesta aparece fuertemente
influenciada por la no lineaJidad geometrica , con interveneion dominante de la rigidez axial • de modo que , para
e.belteces crecientes , tiende a identificarse con deformaciones por defecto con I•. obtenid •.•.plicando teori•. de
cable•. Etapa de redi.tribucion de e.fuerzo. intemo. : en comparacion con la respuesta para esbeltece. baj•.•• e
nota una rigidez .en.iblemente ma10r en el comienzo de la etapa , debido a que la plastificacion de las .eceione.
criticas se produce con desplazamientos 1 esfuerzos normales significativos . Por otra parte la disminueion de
rigidez debido a I.. conformaeion del mecanismo, hace que en esta etapa se inviena la tendeneia en la
aproximacion a 10. resultados de la teoria de cable•• pre.enta.ndo.e deformacione. por exceso . Al finaJizar la
redi.tribucion .e produce la plastificacion de la barra exclu.ivamente por e.fuerzo. axiale. 1 de &hien adelante la
coincidencia con la re.puesta tipo cable .

Carea dinimica :

EI anaJisis de resultado. ,a ha .ido , en gran parte, reaJizada bajo el titulo "Interpretacion de la re.puest •.
dinamica" . La conclu.ion aJIi e.tablecida .obre la coincideneia de la re.puetta dinimica exacta con 10. resultados
de una de las teonas aproximadas cuando 10mismo ocurre con las re.pue.tas e.taticas .e ve confirmada por 10.
re.ultados numerico. obtenido., ver figs. 4,5. En la fig.6 .e ha repre.entado el factor de amplification
dinimica D = udiJt..maxlu." • 1 .e observa que para esbeltece. bajas (>':5 20) 10. resultado. "exacto." .on
.imilare. a 10. de la teona de vigas hasta alcanzar un pico para la carea cOlTespondiente a la formacion del
mecanimlo plastico 1 .uperada esta carea bajan abruptamente , tendiendo a coincidir con los de la teona de
cable•. En cambio para esbeltece. altas (>';:::100) se observa un comportamiento eeneral .imilar al de la teoria de
cables con valores numerico. casi iguale. .

Carcu limite. :

E.ta careas .e repre.entan en funcion de la e.beltez >. para la re.pue.ta estatica 1 dinimica maxima con lu
diferente. teorias analisadu . La fie.7 muestra el cuo de carea concentrada en donde Pp : carea limite entre las
etapas elAsticu y de rediotribucion , P B : carea limite entre lu etapas de redistribucion y de cambio de forma.
Aceion estatica : la carea Ultima P; de teona de vigu coincide con Pp "exacta" hasta >'=20 • lueeo se aparta con
diferencia de 10% para >'=&0. La carea P~ limite elastico de la teona de cable•• e aproxima a PB "exada" para
esbeltece. grande. , '.iendo las diferenciu de 21% para >'=100 • 10% para >'=200 y 3.5% para >'=&00. Accion
dinimica : para la carea Pp el comportamiento e. similar al cuo estatico • mientr •.• que para PB I•.• diferenci•.•
ae la teorta ae cable. con la "exacta" .on : 48% para -X=lOO • 29% para ).=200 y 12% para -X=SOO , mayores que
para el cuo e.tatico . Relacion pp(diJt.)/Pp( ••I) : con teona de vieas e. constante e igual a 0.5 • con teoria "exacta"
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varia de 0.5 , ha"ta ).=20, a 0.27 para ).=500. Relacion PB(cIin)/PB(erl) : con teona de cables es constante e
~ual a 0.25 , con teona "exacta" vana de 0.835 para ).=2 , a 0.2'1p"ra ).=500 .

Para carga repartida los resultados, no incluidos en este trabajo , muestran un comportamiento similar a los de
carga concentrada, con 1'10presencia de 110etapa ela"toplastica , y con diferencia" a1go mayores entre teona"
aproximadu y "exacta" .

En este trabajo se presento un modelo matematico para an.ilisis estatico y dinamico de barra" con no linealidad
geometrica y fisica, el cual se utiliza como solucion "exacta" para evaluar el comportamiento de teona"
aproximadas de v~a y cables , en 1'10respuesta de barra" con diferentes tipos de carga y esbeltez .

La respuena "exacta" de 1'10barra analizada depende de su esbeltez y aI crecer este parametro varia de modo
continuo desde el comportamiento tipo viga ha"ta el caracteristico de un cable . Desde el punto de vista de los
calculos practicos se puede afirmar que , para los dos tipos de carga considerados , actuando en forma estatica 0
dinamica , para esbeltez menor e igual a 20 , valen los resultados de 1'10teona de viga" y para esbeltez mayor 0
igual a 200 los de 1'10teona de cables .

La esbeltez ha sido definida como 110relacion entre la luz total y 1'10altura de 1'10seccion rectangular, de la barra
empotrada en ambos extremos . Sena conveniente extender el an.ilisis para otras secciones y condiciones de
vinculo , para 10 que resultara necesario definir 1'10esbeltez de modo mas general como el cociente entre la luz
entre puntos de momento nulo y el radio de giro .
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