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RESUMEN

Presentamos en este trabajo técni p para ers te la i
de Isaacs asociada a juegos con stopping times. Introducimos dos algoritmos iterativos probando que

TSR TS

convergen en un numero finito de pasos. El cilculo numérico en si es simplificado a traves del uso
de la estructura de la cadena de Markov asociada al peoblema.

ABSTRACT

Westudyhtﬁmm-umﬁdmﬁmwdwt}nhmﬁwy-odudb
games with stopping times. We have developed two ad-hoc algorithms that converge in a finite
numberoflwps.mmkdnnmkdwmmwhhwidmpﬂﬁdw&ued&e
special structure of the Markov chain iated 1o the probd

1. INTRODUCCION
Counsid en este trabajo la resolucion del sistema (1) de desigualdades biliteras resultantes de la

discretizacion de la i ion de lsaacs iada a probl de jucgos diferenciales de sumas nuls con
tiempos de detencion (wver [4], [5], [6]).

(Mw)(j)=max (min{(Bw+0G), ¥:6)).9,0)) @
Nuestro objetivo es disciiar un algoritmo ripido basado en o imient & la de |a cadena de
Markov asociada al problcma y en e wso de su d posicidn jerarquics en cemp recurrentes y

transitorias.
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Diseiiamos en particalar, un algoritme de agregacioa de los estados de la cadena qwe permite subdividir es

wna forma imal Jas sist lineales (que siempre e i0 resolver ea el algoritmo iterativo para la
lucion del probl iginal), de forma tal que Do existe una forma mas simple de soluci los
dos sistemnas lineales.
La eleccic iva de estrategi b-opti que defy e algori iterativo priacipal de resolucion esti
basads en & w0 del principio de miximo dmcreto (ver [1], [2]) verificado por o tipo de discretizaciones
utilizadas para aproxi o probl i original. Se utiliza o mi para reali implifi
iterativas sobre la ctuse jerarquica determinada anters V
Para los algori disciiados, se prueba final que se obtiene 1a soluciée del sist (1) al cabo de wn
; finito de 1.ck n les de si 4 mp e subs ipienal
Se ki la dologia resultante de partir de dif dici ioiciales y las ias de las
mismas.
2. ELEMENTQOS DEL PROBLEMA
BE’NxN'Nw
B 20 Yij = ..\,
(2)

BYBE) Sy Y= LN 7 <1
3
Seam 9,06) . 930), j =1,.N, tal que
W) W) — 9 2e>0  Vj=l__K ]
Sea f{j) € R, j=1....N

Sul:ln—oln us operador definido como ea (1)

--.u-=rl'"”(p-+f) )

El probl iste @ rar o punto fijo del operador M, que existe por ser éeste contractivo (ver [6]).
Esto e
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3. ALGORITMO ACELERADO 1
3.1 Pund ion del algori lerade 1
De (4) se deduce que:
¥,0) Vi /(B + 1) < $,6)
w(i) = ¥,(i) Vi/ (B + 00) 2 950) ®
( B + NG) Vi /W) < { Bw + (i) < 9i)
Liamaremaos:
Sy={i/w(i) = %)}
So={i/ (i) = ¥,(0) }
C={i/¥(i)< (i) < ¥,06))
Consid cemmo condicion inicial del algoritmo, d
= (-8 ®

que siempre existe, por ser | — B uma matriz reguler.
Notemos que w® seria la solucién del problema on ol caso que ¥, =—00 y 9= +00.
Ses
89 ={3/ «°G) - 9505) = ( max (wo) - ¥:00)) J* } ™
i

8 ={i/ %00 - 9:6) == (min (=0 ~ %.00)) "} @

Damonni:iél:Senggtl.lnmnHA=(-?x('.(i)-i,(i)))+ y del mimme medo al vector de
dimensios N cuyas componenies valen A.

w - A<, vj=1..%
«wW-aA=uw viesd ®
B(w* - A)+f= w>-BA> v*— A

pues BA < 4 por (2). luege

P ag (B0 =304 0) 2 Py g (=t -8)2 2% -
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M(w® —A)>(w® - a) (10)

por toaia del operador M. Por ind ion, se obliene de (10)

M™Mw® - A)2Mw —A)>(w® - 4A) (i
pero

M™(w® — A )i) — #(i), cuando m ~ oo,
luego

) > MP(w® - A )i > M(w® — AXG) 2 (@ — A Xi)= ¥a{i) Vieég
1o que implica i € S,. Con una demostracion aniloga obt §9¢cs,

o
De este lema deducimos quepAnS? V] ggmnocenn-h:dmiéu,demodoqmcdichanodosuh
asignaremos redefiniendo Jas filas de la matriz B y las componentes de £.

Definiendo inductiv

B°=B A =fyvaeNn,

wii) = @ - Byl ¢ gy (17
§8 ={j/w*G) - 3) = whii) — ¥, +
83 ={i/ =0 - 9:6) = (max (w20 - 9.00) )* } (13)
8 ={i/="6) - %,6) == (min (w*) - 9,61)" } 04
n -
s- (s as
m=0Q
- s
m=0
C=c(sjusy) an
] vie Stu $5.
") = (18)
B(i.j) Yie C?
*,(i) vie$?
6 = e viess (19)
M) YiecC?
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(Mo w)(G)=max (min( (B w -+ ")), ¥,6)}#,6))

Es posible probar por induccion que

¥,0) vies}—!
ew?ii) =
¥,(i) viesy—!
s;gs2 VeeEN
S} €S, VmeN
o w =M, ¥

Lema 2. Es valide la siguicnie alternative
52U #0860 =i
Demostracién: Si § U S5 = 0, ello implica que i iff (S} U S3™!) ae werifica que
wP(i) = (1 = BY) TV () € [ 9,4),9,0)]
luego

Muw™() = Pry o (8™ +£ Y =Py 0y PND=w"G)

de (24), {25) tenemos: =%

3.2 Presentacion del algoritmo acelerado 1
ALGORITMO
PASO 0: =0

PASO 1:  Calcular w® como en (12)
Counstruir §} y $3 como en (13) y (14)

PASO 2: SQTU§;=..mm.
Si no, construir B2(i,j) y (i) V ij cemo ea {18) y (19)
hacer n = a1
ira PASO 1.

{20)

(1)

2)

)

(29)

(25)
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3.3 Convergercia del algoritmo

Teorema 1: K algoritmo finaliza cn uxn nimere finite de ileraciones no mayor gue N

Demostracion: Mientsas Sf Ugg # 8, se tiene que card(C®) < md(C"l),porloqneuuribnaun
indice & tal que card(Ch) = card(C¥1), lo que implica §2 U §§ = 8, que por el teorema de la alternativa

'mdicgqncvi = w.
g

4. ALGORITMO ACELERADO 2

4.1 Fundamentacion del algoritmo acelerado 2

inicial para el nuevo algoritmo, el vector w® = ¥,.
={i:(B¥; + T)i) < ¥,(i) ) (26)

Si={i:(B¥; + 1)) 2> ¥,0) } (7)

Agcus oo S5 €

Iy‘

(28)
Demaostracion: Sea i € Cl. de (3), (26) se tiene
M¥:i) = Py o) ( BE, + f)(i) < Plg,uy (Y2 () = ¥: )
Mientras que, por ser ¥, una supersolucion vale que:
M¥,() < ¥,0). v
Inductivamente vale
M6 < MR M0 < 0,6L Y. e N

Pero, M"W,(i) — w(i). cuando & — x . Por le tante, #(i) < (i)

Del lema anterior se deduce que el total de nmunpuumdmm)namsdmuntwcl S%.Cl abarca
nodos donde la solucion no puede ser ¥, ¥ S, constituye una AProximaecion por exceso de S!‘
fn S, wignamos \aasionamente o valor ¥, Para C' ealeulamos la colucion del sistema lineal P

definido come en {12). ¥ construimos nerativ amente S]. como en (14).

)
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Cuandopund‘\'niranheg?=|,~t'nuqueri(i)=',(i)Vi€ Si‘;delqu.i.l:equpul“
nodasycnv.ie.ehnlncb-deﬁniﬁv.,p.bquuhuaeﬂanmmpuunmmdm(ﬂv‘i+ﬂ
y a partir de él, e aigoritmo determina cuales sodes aband S%.

4.2 Pressniacioa del algoritmo acelerado 2
ALGORITMO

PASOO: a=1,C! =|,s}=(1,mn),a'=ou;f'=1,

w =",

PASO 1:  Comstruir C® ={i € S}: ( Bw" + f)(i) < #,(i) }
Si C® = 8, entomcos paras.

Si no, hacer:
(,‘4" =C'UC'
SH=she
Bii,j) vie C°
B *laj =
BGd) vigl®
i) viel®
g =
=) vigdl®

& = n+leiral PASO 2.
PASO 2:  Calcular w? = (J — B%)~ !
Comatruir 5 ={ j / wG) — 9,6) =— ((min (*"() - ¥,60))) }
1

Si $] =0, iraPASOL

Si S’;#.,hu: . c"”gc‘\ ST
it = stud

) vie §)

B (ij) viec*!

"t =

6 viesy
fn+l(i) =
) viect!

» = n+i v remiciar el PASO 2.
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4.3.Convergencia del algoritmo

Tmtﬁmd,iuieﬂ,éi::..m'i = w.
Demostracion: Si é:l,nﬁcnequ

Mwb(i) = wh(i) = Wo(i) viess
En e caso & > 1, pueden existir i € S‘i’ .pu:adhubmmpamns&mcdéndeé?qu
(B-' + l')(i) < W)
1o qee implica Mwh(i) = wi(i) = ¥,(i)
'l‘mbié-,p-nieci\s‘;‘ sabemos por construccion de §] que
(Bwd 4+ 1)) = wh(i), y #,) < (BwP + D) < ¥,G)

1o que implica Mw2(i) = wh(i)

Teorema 3: E1 elgoritme finaliza en wn nimere fratto de pesos.

Demostracion: PubvinoenTml.dPASO?ﬁnA}iumunnﬁmmdcitencionanomyo:qu
card(C").

Ea PASO 1, 2 C® # §, existe al menos un nodo que abandona S;.)negoddgoritnoutnaPAsoz.
desde e PASQ 1, un nimero de vecﬁmncyotqnecud(&l,).

Defipiendo p = card( Sfl, ). 3¢ Uene que ¢l mimero de ileraciones es no mayor que:

»
> act)
uz=l]

5. RESOLUCION SIMPLIFICADA DE LOS SISTEMAS LINEALES ASOCIADOS

Enanimpliﬁuciénsu'basadaadmiliﬁsdehudeudelﬂukov(vu[ﬂ).nochdndpmbkmdeh
siguiente forma:

® La cadena ticne N nodos o estados "i”

* Las probabilidades de transicion P(i) s definen por

PO) = 6 & ,gx Bi) = ¢
rii) = 869 / £ sy £ x>
= =

Introducimos la siguiente relacion de

quivalencia en ¢l conj de nodes:
i~)st1= ) 0 3 una cadena de indices 1q...... ip. tal que = 1w ip= iy 3 i; ldqueiiz -
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Dado que ~ es una relacion de equivalencia, la cad daré dividida en N clases disjuntas, denotadas

con C'y 1 =1, ..., N ; siendo n* = card(C').
Es posibl iar al conj de clases C* un grafo de estr arb Para ello introduci o

{Cr =1, .., N ) us orden parcial que permite subdividir este conj e ¥ dusters jerarquicos,
designados con S”.
Especificamente definimos:
eC €Sl ainoexistet # rial que P(ij) >0,i€C ,jeC
eC'eS¥,»v> 1, sexistei # rtal que
Pi) > 0,ieC,jeCl, Clesr!
o m” = card( S*)

»
kr
Damuemmmchq-ésimdemmwdddms".

Definiend o4

un reord 3 de K-} N— N, tal que existe un reagrupamiento de Jos numeros de 1

a N, en N clases contiguas Ty, » = 1,7, q = 1, m”

e card(Tyg) = n v

c{16)/i€Tvq) ={i/ie C%) ,

eV arnd igwa)/ Tug = {icio + Liomio + 8 0=1)
r>ii>j, Vi€ Ty V€T, Vq=1m" V§g=1m*

Bajo este d j la ¢ di matriz asociads B tiene una estructura block-triangular inferior

p

con lo cual el sistema Bw + { puede ser reducido a resolver N subsi de di ion nf.

La determinacion de las clases C* se realiza por un procedimiento de agregacion iterativa( ver descripcion
detallada en {3}).

6. EJEMPLOS DE APLICACION
6.1 Ejempio de aplicacion del algoritmo 1
Para un cjemplo cuyos datos sc generaron aleatoriamente, (N=13), se muestra en la siguiente tabla ls
evolucion (por columnas) de los comjuntos de aproximacién de S,. S2‘ C, respectivamente, dados por a
convencion:
0—~C. 1= 8y, -1=S,
TABLA 1

-

- P e e e KD e e b GO D

[
—-_—_ TR -0 DD~ -
[
' .
—— e @B G = = 0 D =
'

- e B~ 0D —~

S IO DOO
D PO ODBODOO DO
S OO CPOO OO
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6.2 Ejemplo de aplicacion del algoritmo 2

Para wn ¢jemplo cuyos datos se g leatori te, (N=13), s¢ muestra en la siguiente tabla la
lucion (por col ) de los conj de aproxi 10 desl,src,lupect.i\mmenu,dadmporh
convenciou:

0-C 1= S, —1—§,

TABLA 2

1 1 1 1 -1 -1 -1
i 1 1 1 1 1 1
1 ¢ 0 ¢ 0 o o
I 1 1 1 1 1 1
I 6 -1 1 1 -1 1
1 o @0 -1 -1 -1 -4
1 1 1 1 1 1 1
| S T SR § 1 1 1
1 1 1 1 1 1 L}
1 P 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 ¢ o6 0 0o o o
o 0 %8 a1 1 1
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