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RESUMEN

Se presentan, por medio de una formulacion en términos de varia-
bles de estado, las acuaciones de movimiento para vigas de paredes fi-
nas y seccion abierta, validas para vigas com espesor variable, flexi-
bilidad por corte e inercia rotacional. Las mismas fueron determinadas
incorporandc dichos efectos a la teoria de Vlasov. Las ecuaciones pro-
puestas son empleadas en la determinacion de frecuencias de vibracidm
de una viga de hormigon pretensado de seccidn abierta, y los resultados
comparados con otras soluciones.

ABSTRACT

The equations of motion of thin-walled beams with open cross-
section, are presented using a state variables approach, considering
the effects of shear flexibility, rotatory inertia and variable cross-
sectional properties. The equations are based on Vlasov's Theory of
thin-valled beams, which is modified to include the effects indicated
above. The resulting equations are employed in the determination of
the natural frequencies of an open cross=section prestressed concrete
beam.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones propuestas por Vlasov[9] para la determinacion de
la respuesta de barras rectas o curvas de pared fina y seccidon abierta,
sometidas a cargas estaticas o dinamicas, han sido extensamente utili-
zadas en las ultimas décadas. En relacion a problemas dinamicos, las
ecuaciones de Vlasov fueron empleadas, entre otros, por CantienetZ],
Christiano y Culver[4], Yoo y Fehrenbach[10] y Carbonari, Riera y
Awruch{3]. En general, la comparacién de determinaciomes experimenta-
les de la frecuencia fundamental y de los desplazamientos producidos
por cargas moviles en vigas, con predicciones basadas en la teoria de
Vlasov, muestra una correlacion satisfactoria. Dicha correlacidn es
comparable con la que puede obtenerse a partir de modelos basados en
teoria de cascaras.

Sin embargo, si se tiene en cuenta que la ecuacion de movimiento
de barras rectas resultantes de las hipotesis de Bernoulli, que no in-
corporan la influencia de las deformaciones por corte ni de la inercia
rotacional, conducen a errores apreciables cuando ©5 aplicada a barras
poco esbeltas 8], se deduce que la consideracion de dichos efectos en
vigas de paredes finas y de seccion abierta tambien puede ampliar
significativamente la precision y la faja de utilizacion de las ecua-
ciones correspondientes. Por otro lado, las ecuaciones de Vlasov[9]
son aplicadas Gnicamente a barras de seccidn uniforme. La extension
de las mismas a elementos rectos de propiedades variables con la coor-
denada axial adquiere entonces gran importancia practica.

En un trabajo anterior, Ambrosini & Riera[ll presentaron, siguien-
do la formulacion original de Viasov, ecuaciones de movimiento para
barras rectas de paredes finas y seccion abierta, que consideran las
influencias de la deformacion por corte y de la inercia rotacional. Di-
chas ecuaciones, validas tambien cuando las propiedades varian lineal~
mente con la coordenada axial, constituyen un sistema de 12 ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden. A continuacidon son Gescriptas
las hipdtesis basicas admitidas en dicho trabajo, asi como las ecvacio-
nes resultantes. Un procedimiento de integracion numérica, conjunta-
mente con la transformacion del problems de condiciones de borde a otro
de condiciones iniciales, son finalmente utilizados para determinar las
frecuencias y modos de vibracion de ejemplos ilustrativos.

HIPOTESIS Y ECUACIONES FUNDAMENTALES

Vlasov[9] formuld las ecuaciones de barras de eje recto, paredes
finas y seccion abierta, con propiedades constantes a lo largo del eje
longitudinal, sometidas a cargas laterales y momento torsor distribui-
dos. La teoria propuesta por Vlasov esta basada en las siguientes hi-~
potesis:

e Material eldstico y lineal

® Pequenas deformaciones y desplazamientos

e La seccion transversal es rigida en su plano, pero el alabeo es per-
mitido

e El espesor de las paredes es pequeno en relacion a las otras dimen-
siones de la seccion tramsversal, siendo las Ultimas pequedas en re-
lacion a la longitud de la barra

e Las dimensiones de la seccion transversal son constantes, esto es,
no varian en la direcciom lomgitudinal

® Las deformaciones angulares debidas a las tensiones de corte asocia-
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das a flexion son despreciables.

A partir de las hxpotesxs indicadas, Vlasov obtiene las siguientes
cuatro ecuaciones de movimento:

EI, —Z+9A(—-z-a ae)-r’I —L-P(st) (1)
2 3¢* 3t? Z 32 Z 3s23¢e?
» 2 b
EIy 3z + pA( a 3-%) - pI 2z P (s,t) (2)
3s* a:‘ Y 3t 7 3s?3e?
b ~n2 2 2 2
glu @’—S*DA(T-'ZH* 3y 3232)
¢ 3s" t s at at at?
[
) s = Y, (5,0) (3
3823¢2
2 2
aXz_pu x5 (a0 ®
Js at

en las cuales (Ver Fig.l):

x(s,t), y(s,t), z(s,t): funciones de desplazamiento en las direcciones
axial, vertical y lateral, respectivamente

0(s,t): giro de 1a seccion transversal alrededor del centro de flexisn
P, (s,t), P (s,c) P (s t): proyecciones de las cargas externas por
unidad de longitud de la barra, en las direc~

cicnes Xy, ¥, 2, respectxvamente

E: modulo de Young del material

G = :"wodulo de elasticidad transversal del material

2(1+v)
V ¢ coeficiente de Poisson del material
A : 3rea de la seccidon tramsversal
) : masa especifica del material
G‘;‘ rigidez torsional de la seccidn transversal

K,: constante dc torsion de Saint Venant

Iy, Iz: momentos de inercia con relacion a los ejes principales de
inercia

IQ- | ¢%dA: constante de alabeo (momento sectorial de inercia)
A

¢ : coordenads sectorial normalizada
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eje principfl de inercia

Z
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y
i
S
Z, Pz(svt)
//" z
centro de Py(sst) 8,Mp(s,¢)
2::;261(5 de Y plano(Y,Z)
y,Py(s,t)
Fig.l. Definicion de terminos
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; r 1
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A . PILAR
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Fig,2. Esquema de la viga en ejemplo
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a, a;: coordenadas del ee-tmdeﬂ.monA con referemcia a los ejes
y principales de inerdia

r; - I’/A; :: - Iz/A: radios de giro respecto a los 2jes principales
{3
T’/A

r2-‘z+az¢tz§tz
y z y z

Las fuerzas internas pueden ser calculadsas por medio de las ex-
presiones:

Ix . .
EA 38 : fuerza axial
3z
M =EI — : momento flector respecto a Y
y y 332
32
Hz = F.’Iz ——% : momento flector respecto a Z
T
38
T = - : momento torsor de St.Venant
s t 3s
3%
T = «EI, —— : momento de alabeo
E] ¢ 3.3
T= rs + '!.'9 : momento torsor total
2
BM = -EI 8 : bimomento
Qa.l
3
Qy = - EIz Ay : esfuerzo de corte respecto a Y
Is?
. 3’z -
Q =-"EI —-— : esfuerzo de corte respecto a Z.
z 7 as?

De acuerdo con Viasov [9] las ecusciones precedentes son aplica-
bles cuando las relacxom eutre el espesor de la pared y ia mayor di-
mension de la seccidn transversal, y entre esta ultima y la longitud
de la barra, son ambas inferiores a 0.1. Dicho limite, aun considera-
do como apenas indicativo de las relaciones a partir de las cuales las
ecmuous (1-4) comienzan a presentar errores aptecubles de aproxi-
maccion, es sugerido en conexiom con problemas estiticos y puede ser
menor cuando se desean calcular frecuencias y modos superiores de vi-
bracida. En dicho contexto, la influencia de las deformaciones por
corte debido a flexidn adquiere una incuestionable importancia, acen~
tuada en caso de barras reticuladas o con agujeros. Por otro lado,
1as ecuaciones de Viasov no permiten al tratamiento de barras com es-
pesor variable con la coordenads longitudinal. Las ecuaciones de md-
vimiento incluyendo la influencia de las deformaciones _por corte y
eliminando simultaneamente la restriccion a la utiacion del espesor
con s fueron presentadas por Ambrosini y liora[l], en términos de va-
visbles de estado, segim se describe a continuacion.
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FORMULACION EN TERMINOS DE VARIABLES DE ESTADO

Aplicando a todas las ecuaciones relevantes - ecusciones de equi-
librio, relaciones entre esfuerzos y desplazamientos, etc. - la trans-
formada complexa de Fourier con respecto al tiempo, definida como:

r[ £(t) ]- [ &9 g(erae (s)

- -

se elimina el tiempo t de 1a formulaciomn, resiltando las v-rublu del
problems funciones de la frecuencia w(rad/s) y de 1a coordenuh longi-
tuduul . En efecto, siendo:

r’_ £(¢). ]- P(w) ' (6)

Se verifica que:
z[‘ () | o cio) P %)

Aparece sentonces la frecuencia W como un parametro en las ecuaciones
transformadas. Pars simplificar la notacion, se msntendri la misms de-
signacion para la varisble transformsds (en el dominio de la frecuen-
cia), que para la varisble original (en el dominio del tiempo). Obser-
vese entonces que a continuacion todas las varisbles, tales como fun-
ciones de desplazamiento o esfuerzos internos, son transformadas de -
Fourier de las respectivas magnitudes fisicas, y dependen, por 1o tan-
to, de la frecuencis w.

Las rotaciones con respecto a 1os ejes Y u Z son definidas por:

o 8w) = ' -y, (®
o (8,0 =y - v _ O}

en las cuales primas indican dcnvnd. con respecto a8 s, siendo v
Y,, deformaciones angulares promedio, que al ser relacionadas con'iu
respectivos esfuerzos de corte Q y 07 conducen a:

n
z' = ’I + E Q:("”) (10)

AR 2 Q (s.u) an

donde los coeficientes sdimensionsles Nys N, estudiados por m[ﬂ.
en conexifn con vigas planas, dcptndndolitor-dc ia seccion trans~
versasl. En la teoria de Vlasov se lh{tc. es claro, que ambos coefi-
cientes son nulos, esto es, qu. Y - =0,

A continuacidn son elegidas como werisbles de estado las siguien-
tes magnitudes uuti.cn y cinemiticas:

[CAN Y Myr 5 Oy Qo M, o, 0, T, MO ' (12)
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a 0 a 0 0 0 0

0 0 0-=210 o ¢ 0 o o 0

ET
z
-oAs: 0 0 0 ] a 0 0 kozaz 0 0
0 oIzwz 1 0 ] ) 0 (] 0 0 0
nz
0 6 0 o 0 1 = 0 0 0 0
0 0 @ o 0 0 0 +i4 o a 0
EL
A

0 60 0 g |-paw? o 0 0 l-paw®a 0 0

0 o o0 o 0 -plyw‘ -1 0 0 0 a

0 0 o g o o0 a 0 0 1 0
© 0 o o ! e a a 0 0o o - L
EI¢
2 3 2 2.2 GKt
pAw‘a_ 0 0 .0 -pAW‘a Q Q 0 -pAW TS -K! —
z Yy t EI¢

] 0o a0 o o o a 0 0 ot¢mz 0
. ] -
(14)
4= 10,0, -q.,0,0,0 -q., 0.0 0 0} 15)

q » U, qy. » U, U, qz- » 0, 0, "-lr» (
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En efecto, el esfuerzo y la deformacion axiales no estan acoplados con
las restantes variables y pueden, en caso necesario, ser considerados
independientemente. Se definme como vector de estado al vector ] cuyos
componentes son las doce variables de estado (12). Las ecuaciones de
movimiento pueden entonces ser escritas em la fom[6]:

v -
_a; A + q (13)

en la cual la matriz A del sistema,presentada en (14), es una matriz
cuadrada de dimension 12x12, cuyos componentes son, en general, funcio-
nes de 3 y de w. Los componentes del vector de cargas externas 4,
indicado en (15), también son funciones arbitrarias de s y de w.

Aplicando de manera analoga la transformada compleja de Fourier a
las ecuaciones (1-4), se obtiene:

2
Y | iy - o1 w2 Y .
EI: oot pAW* (y azG)+ ,.Izm o2 py(s,w) (16)
32 %y
El —-oAm(z+a0)+on-——-p(s,w) an
y as" Yy 2g2
3%e _ 220 2,2
BI¢;- “t-a? pAw(rB-vayy lz z)+
2
+ ol w2 R (s,w); (18)
() 3 2 t
s
3%x 2
EA — + pAu® x = p_(5,w) 19)
?s? x

Tomando n{, n,,¥y K' iguales a cero en (14), el sistema (13) resulta
equivalente a las ecuac:.ones de Vliasov (16-18), esto es, las Ultimas
pueden ser deducidas a partir de la ec.(13). Por el contrario, cuando
deformaciones por corte (N_ e N, # 0) e inercia rotacional (P1_ e 298
¥ 0) son considerados, no resulta conveniente reducir las ccuncxom.
en términos de variables de estado (13) a un sistema de ecuaciones di~
ferenciales de cuarta orden en términos de las funciones de desplaza-
miento, de la forma (16-18), debido a dificultades algebraicas que
tornan dicho enfoque poco practico.

La ecuacion (13) puede ser integrada numéricsmente sin dificultad
empleando, por ejemplo, el método de Runge-Kutta o el predictor-correes
tor. Como el proceso de integracion exige el conocimiento de un vec-
tor inicial, especificado en s = 0, el problema de valores de borde
es transformado en un problema de valores iniciales, determinandose
los elementos descomocidos del vector inicial por medio de un procedi-
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miento anilogo al usado en el matodo de matrices de transferencia. Se
describe en la seccion siguiente el esquema, en conexion con la deter-
minacion de modos y frecusncias naturales de vibracion.

CALCULO DE MODOS Y FRECUENCIAS NATURALES

En susencia de cargas externas, § = 0, reduciendose la ecuacion
(13) a:

F.ad (20)

Soluciones de ec.(20) distintas de la solucion trivial son posi-
bles Unicamente cuando la frecuencia ® toms valores w _(p=1,2....)
correspondientes a una de las frecusncias naturales de 1& barra. El
origen de coordenadas s = 0 coincide con el apoyo izquierdo de la mis-
ma, siendo L 1la longitud. Para un valor cualquier de la frecuencia
w, si V,=¥(o0,w) representa un vector de estado en el extremo izquier-
do, mediante integracion numerica se puede calcular, con la precision
deseada, el vector en el extremo derecho Vb = V(L,4). En consecuencia,
si incegra la ec.(20) seis veces, con vectores iniciales ¥y lineal-
mente independientes, que satisfagan las condiciones de borde em s=0.
Sea_V,; el vector en el extremo derecho de la barra correspondiente
a Vai(i=l,...,6). Se tiene entonces que:

[ X

-> ->

. xi vbi - Vb (21)
i=1

en la cual ;\, representa un vector de estado que satisface las con-
diciones de borde en s=f. A pagtir de las seis condiciones que deben
satisfacer las componentes de V), la ec.(21) permite establecer un
sistems de seis ecuaciones algebraicas homogeneas. Soluciones diferen-
tes de la trivial seran posiblas Unicamente si el determinante de di-
cho sistema es nulo, condicion que permite la identificacidn de las fre
cuancias naturales w,- Datalles referentes al procedimiento pueden ser
consultadas en las aplicacicnes de Ebuer y Billington(6] y Pestel y
Leckie(7]. -

EJEMPLO DE APLICACION

Seran determinados las frecuencias naturales de la viga de seccion
abierts que se muestra en la Fig.2. La vigs, de hormigon pretensado y
25% de luz, tiene apoyos articulados a la flexion en las direcciones
horizontal y vertical. Las condiciones de borde a la torsion seran a-
qui consideradas tambisn articuladas, esto es, sin restriccion al ala-
beo, condicion que debe aun ser verificada experimentalmente. Las
propiedades de la seccion transversal en el centro del tramo son las
siguientes: E=35,5GH/m?; G=14,792GN/m?; p=2500kg/m’; A=1,085m®;
1,0.4728"; 1;0.312m%; I,=0.1975w%; K =0.0105m"; ay=1.273m; 2,0.0;

=0.20 En la Tabla 1 estdn indicadas las frecuencias determinadas
considerando apoyos com y sin restriccion al alabeo, mediante varios
procedimientos. En priwer lugar, se observa que la restriccinm al
alabeo afecta sensiblemants las frecuencias em los modos de torsiom-
flexioa latersl. También puede verificarse que, para condiciones de
borde idanticas, las solucionas mediante el programa DINAUT, basado
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en las ecuaciones de Vlasov (16-18)y las determinadas empleando DYBEAM,
o sea variables de estado, ec.(20), para deformabilidad por corte nula,

diferen entre si en menos que el error numérico esperado, estimado en
1Z.

TABLA 1. FRECUENCIAS NATURALES (Hz)

Teoria de Vlasov
g=0'= 0. (6=0"=0) DYBEAM
MODO Elementos| DINAUT DINAUT DYBEAM ec.(20)
Finitos ecs. ecs. ec.(20) ”y'"z'°'6
Ref. (1) (16-18) | (16-18) ny-nz-o .
1.Flexo-torsion ,
loteral 4.85 4,84 3.69 3.69 3.65
2.Flexion 4.92 5.05 5.06 5.05 5.02
vertical#*
3.Flexo-torsion 11.91 14.77 11.28 11.47 11.0
lateral
4.Flexo-torsion 14.35 15.22 12.81 13.00 12.6
lateral
3.Flexion 18.40 19.93| 20.13 20.03 19.4
vertical

*Frecuencia determinada experimentalmente: w, = 4.92H,

Por otro lado, cuando se incorpora en el modelo la deformabilidad por
corte (DYBEAM, n_=n =0.6), se observa una pequefia reducion en las fre-
cuencias naturalés.” Mejora la correlacion de la primera frecuencia de
flexion vertical con el valor observado (£,#4.92H)) y con la solucion
mediante elementos finitos. Esta Gltima predice también una frecuencia
del segundo modo de flexidn vertical virtualmente idéntica con la cal-
culada en este trabajo (fn-18.3ﬁz) .

CONCLUSIORES

Se presentaron, formulando el problema mediante variables de esta-
do, las ecuaciones de movimiento de vigas de paredes finas y seccion
abierta, con espesor variable. Como ejemplo de aplicacion, son deter-
minadas las primeras cinco frecuencias naturales de una viga de hormi-
gon pretensado, verificandose la coincidencia de las predicciones de
las ecuaciones propuestas - cuando no se consideran las deformaciones
por corte - con los resultados obtenidos a partir de las ecuaciones de
Viasov. Tambien se presenta evidencia preliminar caracterizando la
mayor precision y campo de aplicacion de las ecuaciones propuestas, en
relacion a las ecuaciones clasicas de Vlasov. Estudios adicionales som
atn necessrios. En particular, debe ser analizado el problems de de-
terminacion de los coeficientes de corte n  y n  para secciones asimé-
tricas, vigas reticuladas, etc. y
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