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s. presentan. por medio de una formulacion en terminos de varia-
bles de estado. las acuaciones de movimiento para ~~gas de paredes fi-
na8 y secciOn &bierta. valid •• para vigas con espesor variable. flexi-
bilidad por corte e inereia rotacional. Las mismas fueron determinadas
incorporando dich08 efectos a la teoria de Vlasov. Las ecuaciones pro-
puestas son empleadas en la determinacion de frecuencias de vibracion
de una viga de hormigon pretensado de seccion &bierta. y los resultados
comparados con otras soluciones.

The equations of motion of thin-walled beams with open cross-
section. are presented using a state variables approach. considering
the effects of shear flexibility. rotatory inertia and variable cross-
sectional properties. The equations are based on Vlasov's Theory of
tbin-walled beams. which is modified to include the effects indicated
&bove. The resulting equations are employed in the determination of
~h.nltural frlqurncitl of an open cross-section prestressed eoneree.
b••••



Las ecuaciones propuestas por Vlasov[9] para la determinaciOn de
la respuesta de barras rectas 0 curvas de pared fina y seccion &bierta.
sometidas a cargas estaticas 0 dinamicas. han sido extensamente utili-
zadas en las ultimas decadas. En relacion a problemas dinimicos las
ecuaciones de Vlasov fueron empleadas. entre otros. por Cantienet2].
Christiano y Culver[4]. Yoo y Fehrenbach[lO] y Carbonari. Riera y
Awruch[3]. En general. la comparacion de determinaciones experimenta-
les de la frecuencia fundamental y de los despla%amientos producidos
por cargas mOviles en vigas. con predicciones basadas en la teoria de
Vlasov. muestra una correlacion satisfactoria. Dicha correlacion es
comparable con la que puede obtenerse a partir de modelos basados en
teoria de cascaras.

Sin embargo. si se tiene en cuenta que la ecuacion de movimiento
de barras rectas resultantes de las hipOtesis de Bernoulli. que no in-
corporan la influencia de las deformaciones por corte ni de la inercia
rocacional. conducen a errores apreciables cuando es &plicada a barras
poco esbeltas [a]. se deduce que la consideracion de dichos efectos en
vigas de paredes finas y de secciOn &bierta tambien puede ampliar
significativamente la precisiOn y la faja de utili%aciOn de las ecua-
ciones correspondientes. Por otra lado. las ecuaciones de Vlasov[9]
son aplicadas unicamente a barras de seccion uniforme. La extension
de las mismas a elementos rectos de propiedades variables con la coor-
denada axial adquiere entonces gran importancia practiea.

En un trabajo anterior. Ambrosini & Riera [I} presentaron. siguien-
do la formulacion original de Vlasov. ecuaciones de IIIOvimientopara
barras rectas de paredes finas y seccion abierta. que consideran Las
influencias de la deformacion por corte y de la inercia rotacional. Di-
chas ecuaciones. validas tambien cuando las propiedades varian lineal-
mente eon la coordenada axial. constituyen un sistema de 12 ecuaeiones
diferenciales parciales de primer orden. A cootinuacion son descriptas
las hipotesis basicas admitidas en dicbo trabajO. asi como las ecuacio-
nes resultantes. Un procedimiento de integracion numerica. conjunta-
mente con la transformacion del problema de condiciones de borde a otro
de condiciones iniciales. son finalmente utilizados para determinar las
frecuencias y IIIOdosde vibracion de ejemplos ilustrativos.

Vlasov[9] formulo las ecuaciones de barras de eje recto. paredes
finas y secclOn abierta. con propiedades constantes a 10 largo del eje
longitudinal. sometidas a cargas laterales y momento torsor distribui-
dos. La teoria propuesta por Vlasov esta basada en las siguientes hi-
potesis:
• Material elastico y lineal
• Pequenas deformacione. y despla%amientos
• La seccion trauver.al •• rigida en su pLano. pero el aLabeo •• per-

middo
• El esp••or de las paredes es pequeno en relaeion a las otra. di_a-

'ioDe' de La .ecciOo traQ.var ••l; 'iando 1•• ultima. pequenal en re-
lacion a la lODgitud de La barra

• Las dimeo.iODe. de la .ecciiia tranaversal son conatante •••• to e••
no varian ell La direcciCiDlongitudillal

• Las deformacion.. angular.. debldaa a la. tension.. de corte a.ocia-



A partir d. laa bipOtesis iQdicadaa, Vlaaov obtiene las siguientes
cuatro ecuacion.s d. IDOv1_nto:

!J:+ a2 a29 ,," PY (s,t)EI PA(!!:.Z - a -) - pI ---2.:L_
z as" at2 z "t2 . z as2at2

a"z ~2 a29 a"zII --+ PA(~ T a -) - pI ---- Pz(s.t)
y as" at:l y at1 y as2at2

EI a"9 ;26 pA(r2 n+ b_ a2z
---GIt --+ a a -)

~ as" t asZ at2 y atZ z 3t2

a"9- pI~ -------- Mt(s.t)
'I' 3sZ3t2

EA aZx _ PA aZx - Px(s,t)
as2 at2

x(s.t). y(s,t). z(s.t): funclones de desplazamiento en las direcciones
axial, vertical y lateral, respectivamente

e(s,t): giro de la seccion transversal alrededor del centro de flexion
Px(s,t), Py(s.t), P (s,t): prayecciones de Ias carg •• externas por

z unidad de longitud de la barra, en las direc-
ciones x, y, z, respectivamente

G - _E__ :'mOdulo de elasticidad transversal del material
2(1+'1)

G1tt: rigidez torsional de la seccian transversal
Kt: constante de torsiOn de Saint Venant
Iy' Iz: IDOmentOl d. inereia con relacian a los ejes priacipale. de

inercia

t.. J .1 dA: CODa tallte de alabeo (IIIOIII8nto sectorial de inerca)
A

• : coordenacla sectorial norulizada
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Lu fllen.. illtemas p'lIedellser ealculadaa par -.fio de 1.. ex-
presiones :
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De acuerdo con Vlaaov [9], 1•• ecuecioaes precedentes sou _plic_-
b1es cuando 1•• re1aciones entre e1 espesor de 1a pared y 1a -yor di-
menaion de 1. seec:iOn tranaversa1, y entre esta iilti_ y 1_ 101lgitud
d, la barra, sou lIIIIb •• iuferiores a 0.1. Dieho lillli.te, aim cOlWidera-
do como.penas indicativo de 1.s relaciones • partir de las cuales 1aa
ecuac:ioues (1-4) coadeuza • preaelltar enores _,reeiables de aproxi.-
~io., es su.-rido en eoaexio. COIlprobl ••• estiticoa ,. pued•• er
me~ c:uaudosa de••• ealcu1&r frecueDCw y lIOdossuperiore. d. vi-
braciiia. En dicho colltextO, 1_ i1lf1uenci. de las clefonaacioaes por
corte Qeoido a flexiOn adquier. uaa iac:ueatioDllble illportaucia. acell-
tuacl&ell cuo cle banu retieuladaa 0 COIl aPiero.. Por otro 1&dG,
lu eeuaeioul da VlIIGIr DOparait •• 1 tratDiellto etaDan.. c:aae.-
pesor variable COIl1&eoordeDada loaaitudiaal. Las ec:uec:iOM.de ••.
villliRto incluyeado 1. iDfluenc:i. de las deforllieioDes por corte ,.
elilliUDdo si_lt •••••••••te la re.cdccia. • 1. veriaciaa del e.,..or
COD• fueroa pre ••••t •••• par Mbroaiui ,. ti.re[l}, ell t.mi ••• cia _-
rUbl •• de .stado, ••••••• describe a cOIltiawlciOa.



Aplic:ando a todas 1•• ec:uac:ioDesrdev_tea - ecuacioau de equi-
librio. relac:ione. elltn e.fuanos 'I de.p1auai_to •• etc • .,. la cr...-
formada c:omplexade Fourier. COD respec:to a1dapo. defillida c:~:

1[ f(t) J:1~-illlt f(t)d:t (5)

.e elimil& el tieJllPOt de la fOl'8ll1ac:iOo.re.u1t&Dclo1•• vaiales del
probl ••• fwc:ioa •• de la fr.eueDCa lIl(rad/.) , de 1a eoorcleuMa loqi-
tuciina1 .•• EDefec:to. sieDclo:

1[ f(t)]- F(III) (6)

Se verific:a que:

1[.d
2
f( t)] • <"ifl,l) 2'(11I)

dt2

Aparec:eeatooce. 'Ie fracueDCia IIICC*) ,. pui-etl"O ft 1M .cuac:iClDeS
tr_sforucl... Para .i.,lific:ar 1a Huei_ •• e '_teDdri Ie __ de-
sipaciaopara Ie variab1a trauforucle (ell· a1 cIoIli.aioCie·Ie fneue •••.
cia). que pan 1. variable oriPu.a1 <ell el damaio del tiapo). Ob.er-
vue elJ,tonc•• que a eonti.maciOD tocla. laB variab1 ••• tale. CC*)faD-
eioaea cle deapluaieilto oest.rso. iateftlO8. SODttaDSfom.du de
Fourier de la. respeeth •• _pitucleafI.ic:u. , depeacleu. por 10 t __
to. de 1&freeueocu Ill.

',<t.lII) • " - Y.,.
en laa cua1es pri... bulic:aD cieri".. c.a nspecto .• •• .i••••y. '1
Y., cleforuclone. aDlU1ar•••• -4i~ ••• a1 .a f8lacioaadu ca-L.;
re.pecti~. esf.rzos de cone Qa '1 q., CCIOd1lC_a:

fl.
a' • +z + N; 'la<••••) (10)

l' •• + ~ 0 (s.III), AI: ...,

doocle loa _coefici.eDtes acti_.ioul •• "J. " • eRud1__ .,orc:a.,er[5].
en eooaiOll COIlvi ••• ·pla1laa. depeadea." iIfoma de 1&Media traiia-
venel. In Ie teode cle 91..- .e ••••. t•• es c1al"O•••••• coali-
cient.. .00 auloa. eseo ea. ••• y.... y ..• O•. .-r.

A ccmdDUac:i_ ••• lep ••• CC*)-~Ut •. utMo 1. aipi. __
te. II&pitucle••• dticaa ., da-ticaa:

(Y•• J'.~. II••••••• ca.• ..,. 8•. "ft, •••
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En efecto, el esfuerzo y la deformaciOn axiales no estan acoplados con
las restantes variables y pueden, en caso necesario, ser con.ideredos
independientemente. Se define comovector de estado al vector V cuyos
componentes son las doce variable. de estado (12). Las ecuaciones de
movimiento pueden entonce. ser escrites en la forma[6] :

en la cual la matriz'" del sistema, presenteda en (14), es una matriz
cuadrada de dimensiOn l2x12, cuyos componentes son, en general, funcie-
nes de s y de w. Los componentes del vector de cargas externas q,
indicado en (15), tambien son funciones arbitrarias de s y de w.

Aplicando de manera analoga la transformeda campleja de Fourier a
las ecuaciones (1-4), se Obtiene:

Tomando11", nz.y K~ iguales a cero en (14), el .ilt ••• (13) resulta
equivalente·a las ecuaciones de Vlaaov (16-18), esto ea, laa ultt.aa
pueden ser deducidas a partir de la ec.(13). Por el contrario, cuando
deformaciones per corte (n e nz + 0) einercia rotacional (PI e PIt
+ 0) son considerados, no ~eaultaconveniente reducir las ecua~iooe.
en terminos de variables de estado (13) a un ailtema de ecuaciODeadi-
ferenciales de cuarta orden en terminoa de 1•• fUDCiooealIede.pl&&8-
mento, de la forma (16-18), debido a dificultadea algebraiceaque
tornan dicho enfaque poco practico.

La ecuacion (13) paede .er integreda n_ric-.ote sin dificultd
_pleando, POI' ejellplo, el .etodo de llUDI~utta 0 el p~lctor-correM
tot. COUll el ptocuo dl inttgucion exigi II c:onoc:i1linto ell un vec-
tor inicial, especificaGo en •• 0, el problema de valor •• de borde
•• transformado en un prObl••• de valoree inicial.a, determiQaDdo.e
10. elementos deacODocidoadel _ctor inicial por ~io de •• procadi-



ai_to aai1oao &1uaaclo _ el _toclo de _erice. de trauferencia. Se
d•• cribe _ 1&leccin sipanee e1 e.qu_. _ conmOn con 1. deeE-
IlinaciODde __ os '1 frKuencia. natur.1 •• de Yibrac:iOn.

En •• enci. ct. car ••• exe.mas. if - O. reduci_o.e 1. eeuac:i&1
(13) .: ..

av • .& Vas
Solucioae. de ec.(20) di.tint •• de 1•• 01uciaa trivi.1 IODpo.i-

b1e. unic•• nte euanclo1. freeueDCi. CII to_ v.lore. CII (n.1,2 ...• )
corre.poocliente •• UD& de 1•• freeueDCi•• natur.1e. de 1i b.rr.. E1
oria_ de coordenada. •• 0 c:oiDCideCODe1 .poyo iaquierdo de 1. mis-
_ •• ieado 1 1. lODlitud. Par. lIDvalor cu.1quier de 1. freeuenei.
CII•• 1 '.-'(O.CII) repr •• _e. lIDvector de •• taclo _ el utr.-o izquier-
do. -aiate intear.eion nuMrie •• e pueclec.1c:u1&r. con 1. preeisiOn
de.e~. e1 veetor _ e1 extr_ derec:bo\ - '(1.w). En eODlecuenci••
•i intesr. 1. ee.(20) .ei. wece•• coo veetore. iDici.1e. '.i 1in•• 1-
lMDte iadepencii_te.. que •• tisf.l.n 1.. cODdieioDe'de borde e•• -0.
Se. ~i e1 vector _ e1 eUr •• derec:bode 1. b.rr. c:orre.poDdiente
• V.i(i.1 •.•.• 6). Se tiena _toace. que:

6
t x.

i .11..
_ 1. cue1 ~ repr •• _t. un veetor de utado que I.tisf.ce 1•• con-
diciODU de borde _ .·1. ,. PAtur de 1•••• is c:ooclicioDe'que deben
•• ti.facer 1•• e~eDte. de Vb' 1. ee.(21) pe~te •• tab1eeer un
.ise •• de seis eeuecioo•• &1lebraie•• ~"DeU. Soluc:ioae. dHeren-
tu de 1. trivi.l .eriD poa1bl•• uDic~te si el deterainante de di-
ebo si.t •• u nulo, eODdic:iOnque pe~te 1. identifie.ciOn de 1•• fre
cuellCW naturale. CIl. DetaU•• referente. al procecliaiento pueden ser
cODlultadu n 1••• ;11cac:ioo•• de Ebner '1 lillinltoo[6] '1 Pe.tel '1
Leckie[7] ..

!JEMPLO DE APLlCACICXI

Serin detemiD&do. 1.. frecueDCi•• natur.1e. de 1. vip de sec:c:ion
abierts que .e _.tr. en 1. Fil.2. L. vip. de boraiaQn pretn.ado y
2SIlele 1ua. tie. &P010' artieu1aclo•• 1. flexiOn en 1•• direccione.
boriaontal '1 vertical. La. cODdieiooe. de borde • 1. tor. ion leran .-
qu{ eouiderad •• tallbien .rtic:u1&ciu. uto e••• in re.tricc:i&1 a1 &1a-
beo. cooclieion que debe aUn .er verific:ada experi_nt.l_nte. La.
propiecl". de la .eeei&1 tr.uver •• l n el c_tro del tr.-o .00 1a•
• iauient •• : E·35.5GB/.2; G-14.792G1/.2; p-2S00k,'.'i "·1.0as.2i
Iy-G.472a~i Ia-o.31Z.~i I,-o.197S.'i It-G.010S. i Sy-1.27lmi a,-o.Oi

,.().20 En 1a Tabla 1 e.tan ioclieada. 1•• frecuellci •• detenll1llad••
eODlideraclo .poJOe COD'1 .in r•• triccioD al a1-.o, _dimte v.rio.
proeeGw_tos. !o prw.r 1ulAr, Ie ob.erv. que 1a re.tri.cc:i~ .1
.1Ib8O .fecta .euib1eaeDCa 1•• freeuenei •• _ 10. aoclo. de tor.iOo-
nexio. 1aceral. T••••iiD puede verificar.e que. para cODdic:iOM'de
borde idacic:... lu .oluciOM' aeclimce e1 proar- DI1IADT.baaaclo



en las ecuaciones de Vlasoy (16-1B)y las detenainadas empleando DYBEAH,
o sea variables de estado, ec.(20), para deformabilidad por corte nula,
diferen entre si en menos que el error numerico esperado, estimado en
1%.

Teoria de Viasoy
6••e'- O. (e·e"-o) DYBEAM

HODO I Elementos DINAUT DlNAUT DYBEAM ec. (20)
Finitos ecs. ecs. ec.(20) n..n .0.6

y z
Ref. (1) (16-18) (l6-l8) nv·nz-o·

1.Flexo-torsiOn 4.85 4,84 3.69 3.69 3.65lateral
2.FlexiOn 4.92 5.05 5.06 5.05 5.0Zvertical*
3.Flexo-torsion 11.91 l4.ii l1oZ8 11.47 11.0lateral

I4.Flexo-torsion I 14.35 15.22 lZ.8l 13.00 lZ.6lateral
5.FlenOn 18.40 19.93 20.13 20.03 19.•4vertical
*Frecuencia detenainsda experimenta1lllente:1Il2 - 4.92Hz

Por otro lado, cuando se incorpora en el modelo la deformabilidad por
corte (DYBEAH, n -n -0.6), se Observa una pequena reducion en las fre-
cuencias natural:s.Z Mejora la correlaciOn de la primera frecuencia de
flexion vertical eon el valor Observado (fZ-4.92B ) y eon la soluciOn
mediante elementos finitos. Esta ultima predice lambien una frecuencia
del segundo modo de flexiOn vertical virtualmente identica con la cal-
culada en este trlbajo (fn-18.3Hz)'

Se presenuron, fot'lllUlancloel problema mediante variables de esta-
do, 1•• eeuaciones de IIOvilli._tode viaas de paredes finas y seccion
abierta, con eSDesor variable. COlIOejemplo de aplicaeion, son deter-
lli.nadaslas primer.. cinco freeuencias naturales de una viga de horlli.-
gon pretensado, verificaodese la eoiDCidencia de las predicciones de
las eeuaeiones propuest •• - euando no •• consideran las deformaciones
por corte - con los resultados Obtenido. a partir de las eeuaeiones de
Vlasoy. TaDbien se presenta evidencia preliminar caraeterizando la
maror precisiOn y campo de aplieacion de las ecuaeiones propuestas, en
relacian alas ecuaciones eluicas de Vlasov. Estudioe adicionales son
aUn nece.ario.. };nparticular. debe .er analiudo el prob lema de de-
terainaciOn de 108 eoeficiente. de cort. l'lxy n para ••celone ••• i_-
trieu. vips reticulada •• etc. Y
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