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Abstract. Nesse artigo € apresentada uma estratégia para a montagem das matrizes de influéncia dos
porticos espaciais enrijecidos por nicleo usando o método dos elementos de contorno. Além disso, a
representacdo integral dos porticos € feita usando solu¢des fundamentais que levam em conta os
efeitos das deformacdes por cortante no problema da flexdo de cada barra. Para o problema do nicleo
a representacdo integral da torcdo ndo uniforme e suas expressdes algébricas sdo também
investigadas. Respostas numéricas sdo apresentadas para problemas tipicos.
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1 INTRODUCAO

A superestrutura dos edificios € constituida por subsistemas estruturais horizontais e
verticais. Os primeiros tém como principais elementos as lajes, cuja fungdo precipua é colher
as acgdes verticais e transportd-las para os porticos. J4 os sistemas verticais, que sao
responsaveis por transportar as acdes verticais recebidas das lajes até as fundacdes, tém
também a responsabilidade de garantir a estabilidade global, principalmente das edificacdes
altas e muito altas, isto €, com grande indice de esbeltez geométrico (/1gw =B/H,onde Bé a

menor dimensdo horizontal e H a altura do edificio). Esses sistemas estruturais verticais sao
tradicionalmente formados a partir de arranjos de porticos planos e pilares de grande rigidez e,
mais modernamente pelo pdrtico espacial definido pelos pilares e vigas da estrutura da
edificacdo, aqui sdo chamados de pdrticos espaciais padrao (PEP).

No caso dos edificios muito altos, mais suscetiveis aos deslocamentos horizontais, o
problema da estabilidade global se reveste de especial importancia, razao pela qual é levado
em consideracdo desde o projeto arquitetonico até o projeto estrutural (Dias, 2004). Neles, a
utilizacdo do PEP como elemento de contraventamento induz ao dimensionamento de
elementos estruturais verticais muito robustos, elevando o custo e interferindo na utilizacao e
estética da edificacdo. Para contornar tal situacdo os nucleos de grande rigidez passam a
compor o sistema de contraventamento enrijecendo os PEP, surgindo assim os porticos
espaciais enrigecidos por nucleo (PEEN) (Smith e Coull, 1991). Como decorrencia na anélise
estrutural desses edificios tem sido levando em conta, além dos efeitos da interagdo portico-
placas,os efeitos da interagdo portico-nicleo, placas-nucleos, etc. Sendo que em varios
estudos, a preocupacdo premente é o caso do enrijecimento do pértico espacial por prumadas
de nucleos estruturais, sem levar em conta o efeito de diafragma rigido das lajes.

As representacdes matematicas dos problemas fisicos sao, em geral, expressas em equagdes
diferenciais e/ou integrais. Uma das maneiras para construir as solu¢des dessas equacoes,
ditas governantes, € via métodos analiticos, contudo, essas solucdes estdo disponiveis para
poucos casos, tais como a andlise eldstica de estruturas aporticadas prisméticas isoladas sob
carregamento estitico. Para o caso em que hd interacdo do portico com outros elementos
estruturais do edificio (tais como placas, paredes estruturais, nicleos de rigidez, etc.) as
solucdes analiticas, dificilmente estdo disponiveis, requerendo, portanto, a utilizacdo de
procedimentos aproximados para a constru¢do das solugdes: os métodos numéricos. Dentre as
técnicas numéricas destacam-se principalmente o Método das Diferencas Finitas (MDF), o
Método dos Elementos de Contorno (MEC), e o mais popular deles, o Método dos Elementos
Finitos (MEF).

Na andlise dos porticos e demais estruturas reticuladas o problema da flexao é levado em
conta via de regra a partir de dois modelos usuais. O modelo de Euler-Bernoulli quando a
deformacdo por cortante pode ser desprezada e o modelo de Timoshenko combinado com a
técnica numérica associada ao MEF (Kapur, 1966; Nickel e Secor, 1972). O modelo proposto
por Timoshenko €, para situacdes especificas, bem mais proximo da realidade do que aquele
advindo da teoria de Euler-Bernoulli (Timoshenko e Young, 1961; Augarde e Deeks, 2008).
Tal “refinamento” se deve a contribuicdo do efeito do cisalhamento no angulo de giro
resultante, verificado em vigas sob a acdo de carregamentos quaisquer, perceptivel nos casos
com moderados indices de esbeltez (A = L/h,relagdo entre o comprimento L,da barra e a

altura h, da sua sec¢do transversal).

Alternativamente ao MEF, s6 recentemente solugdes numéricas baseadas na filosofia do
MEC foram apresentadas para o estudo da deformagdo por cortante em flexdo de barras.
Antes (2003) desenvolveu, também via MEC, a soluc¢do para o problema de flexao estitica
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utilizando o modelo de Timoshenko. J4 em Antes et al.(2004), esse modelo foi incorporado
nas representacdes integrais de pértico plano em regime dinamico e estratégias convenientes
de montagem foram utilizadas para obtengao de um sistema algébrico simétrico para o MEC.
Observa-se, assim, que as andlises numéricas dos PEP (sem enrijecimento) tem sido feita
utilizando-se predominantemente o MEF (Taranaht, 1968; Petyt, 1990;) , sendo
sensivelmente menos freqiiente as solucdes obtidas com o MEC (Sapountzakis e Mokos,
2003).

Quando o empenamento da secdo transversal de um membro nao estd restringido, o
momento tor¢or é calculado a partir das tensdes tangenciais de Saint-Venant (1855). Neste
caso, o angulo de torcdo por unidade comprimento permanece constante o que € geralmente
denominado de torcdo uniforme (Saint-Venant). Contudo, nos casos mais gerais, 0O
empenamento exibe distribui¢des nao-uniforme ao longo do eixo longitudinal da barra, de
forma que a representacdo mais usual para este fenomeno € o modelo de Vlasov (1961). O
problema de tor¢ao nao-uniforme em barras isoladas também tem sido modelado pelo MEC,
tanto em casos multiconectados quanto em casos simples (Katsikadelis e Sapountzakis, 1985;
Sapountzakis,2000).

Quando o portico espacial é enrijecido com um nucleo de rigidez, para melhorar seu
desempenho como sistema de contraventamento, as andlises numéricas recaem quase que
exclusivamente em modelos de elementos finitos ou diferengas finitas (Onu, 1990; Mori,
1992; Matias Junior, 1997; Torres, 1999; Souza Junior, 2001). Salvo melhor juizo,
registros sobre a representagdo do MEC, considerando o enrijecimento conferido pelo nicleo
estrutural no portico espacial, ainda nao foram publicados. Assim, este artigo representa uma
contribuicao a utilizacdo do MEC nas andlises dos porticos normais (ndo enrijecidos) e dos
enrijecidos. Sendo, portanto, o problema revisitado e re-equacionado para compatibilizar os
efeitos da tor¢ao nao-uniforme, da flexao bidirecional e da tragdo, segundo a metodologia do
método dos elementos de contorno.

Desse modo, apresentam-se nesse trabalho as solu¢des fundamentais dos elementos que
representam o nucleo, aqui considerado como um conjunto de barras de secdo transversal
aberta de paredes delgadas, as quais sdo aplicadas a teoria de flexo-tor¢do de Vlasov (1961);
sendo apresentadas também estratégias de geracdo de sistemas algébricos baseadas no MEC
representativo dos PEENSs. As técnicas de geracao da representacdo algébrica dessas estruturas
consistem na utilizacdo de uma seqii€éncia conveniente de transformacdes em sistemas de
referéncias e em condicdes de compatibilidade de deslocamentos e de equilibrio de forgas.

2 EQUACOES GOVERNANTES DA BARRA NO SISTEMA LOCAL

Nesta secdo sdo discutidas as representacdes matematicas dos problemas definidos
localmente na barra, uma vez que ela é a unidade bésica que compde os porticos espaciais.

2.1 Pértico espacial ndo-enrijecido ou padrao (PEP)

Para anédlise de pdrticos espaciais € necessdrio estudar em cada uma das suas barras: a)
tracdo axial e b) flexdo bidirecional e c) tor¢do. O modelo matemético para esses problemas
requer ado¢ao de algumas hipdteses: barra prismatica; material isétropo e elastolinear; campos
suaves para os deslocamentos e para as deformagdes; conservacdo da planicidade da secdo
transversal; torcdo uniforme ou de Saint-Venant (empenamento uniforme das secdes
transversais), supressao do efeito de Poisson; flexao segundo as dire¢des principais de inércia.

No caso da flexdo hd uma condi¢@o adicional quanto ao posicionamento relativo entre a
normal da secdo e a linha neutra: se a ortogonalidade é assumida, o modelo Euler-Bernoulli é
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representado; ja o modelo de Timoshenko ndo exige necessariamente a ortogonalidade, o que
implica fisicamente na incorporacdo da deformacdo por cortante (distor¢ao transversa nao
nula).

A equacgdo governante do problema da tragdo axial é a Eq. (1), na qual £ é o médulo de
elasticidade longitudinal; A, a drea da secdo transversal; u(x), o deslocamento axialeq (x)é a
carga distribuida ao longo da barra. A Eq. (1) pode ser reescrita como uma equacdo integral
equivalente, Eq. (2), utilizando-se a técnica dos residuos ponderados:

d*u(x)
EAW—FQX(X):O (1)

@+l (=, =V -8, + [l (W - @

Sendo as expressoes u*(x—é):—ﬁx—ﬂ e N*(X—é)zEAu*'(X—é):—%sgn(x—ﬁ) as solucoes

fundamentais da equacgdo integral, indicadas na Eq. (2), onde sgn denota a funcao sinal; x, o
ponto-campo e &, o ponto-fonte.

Ap6s a colocagdo do ponto-fonte nas extremidades da barra, £ =—a e & =a, vide Figura

1, e o cdlculo das integrais da Eq. (2), obtém-se a Eq. (3), representacao algébrica da barra
axialmente carregada no sistema local de coordenadas (slr):

honl b S o
u, —1 —1f{u;] 2BA[L 0 ||N;]|f,

Onde os deslocamentos axiais nodais sdo: u, = u(x=-a)e u; = u(x =a); ja os esforcos
axiais nodais sdo: N, = N(x=-a) e N, = N(x=a); o vetor de forca nodal fica:
f,=1f,;= pL’ /(4EA) sendo o comprimento L da barra igual a 2a. Os sistemas locais estdo

indicados na Figura 1.

L a=L/2 |
I o
#
— —_—
u = u;

Sistema local Esfor¢os

Figura 1: Sistemas locais de referéncia da tracdo axial

As equagdes diferenciais governantes do problema de flexdo de barras sob as hipoteses de
Timoshenko sdo:
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2
d V(ZX)+D1 de, (x)
dx dx

dZ
+D, 512(X) -D,p, (x)= -m, (x)
X

D, :_qy(‘x)

4
dv(x) @

_D1

Com, D, =«xGA€ D, = EI, sendo: I, 0 momento de inércia em z, ko fator de forma da segéo, E
e G sdo os modulos de elasticidade longitudinal e transversal respectivamente, v(X) o
deslocamento transversal na dire¢do de y e @,(x) a rotagdo da segdo transversal em z; q,(X) o

carregamento transversal e m,(x) o momento distribuido.

O sistema de equacgdes diferenciais, Eq. (4), pode ser transformado em um sistema de
equacgoes integrais equivalentes através da técnica dos residuos ponderados, obtendo-se uma
forma andloga aquela dada por Antes (2003).

610y (= Epo] (M- -[o, (o =, + . (), (e~ + [, (el e £ )
0.6+, (= p] (M (v ()] - [0, (i (= +I1 (e, (= O], + [, (el (- v

Onde os deslocamentos transversais e os angulares das segdes transversais nodais sao
respectivamente: v, = v(x =-a), V= v(x=a), 0, =0, (x =-a), 0,=9, (x=a); j& os
esforcos nodais (for¢a cortante e momento fletor em z) sdo, na ordem: Q, :Qy(x =-a),
Q,=Q,(x=a), M, =M,(x=-a) e M,=M,(x=a). Os sistemas locais para o problema de

flexdo em z estdo indicados na Figura 2.

i Sistema local Deslocamentos i Q. Sistema local Esforcos Q.
i G135 C 2 i

Figura 2: Sistemas locais de referéncia da flexdo em z

Outros simbolos importantes que figuram na Eq. (5) representam as solu¢des fundamentais
da flexao do modelo de Timoshenko, que em Antes (2003) sdo derivadas a partir da fun¢do

y=-x-¢/12D,D,.
Neste artigo, partiu-se, alternativamente, da funcio y = —{x — f|3 — 3|x — f|2L+ 2r }/ 12D\D, .
Assim, os valores explicitos dessas solu¢des fundamentais ficam:
2 3 _£3 _£l? _
v;:Dzd—y/—Dlw= L |x—¢ _qx ¢l Lol L OEI ||x 5\_1 ’
x 12EI || L | L | 12EI kGA || L |
2

ooV _p ¥ _ L Jlx=& |x={] _
v, (x=&)=-D _4EIZ{ ‘ 2‘ 3 ‘ sgn(x—¢),

" dx L

Mj(x—§)=D2¢;‘(x—§)=——{
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* « 1
M3 (=8)=D.g, (=)=~ sante- ),

. dy r x—f‘z x—{|
~&)=D " =-— _2 —&),
gi(e-¢)=0,2 mz{ e s [RO
* dzl// L .x_§
=D =— ~1},
On =B g 2E12{ L }

5

= q - _ — D + m — O,
Qq Dl(q)q + dX ] 2 Sgn(x 5)’ Qm l[q)m dx j

Ap6s a colocagdo do ponto-fonte nas extremidades da barra(§=—a;§=a)e o célculo das

integrais da Eq. (5), a representacdo algébrica da barra sob flexdo no sistema local de
coordenadas fica:

vi| |-l/2 =L/2 =172 0 ||V, —a, 0 0 ?/(4EL) |(Qq] [fu
0, N 0 -2 0 V26| _ 0 —L/2El, -17/(4El) 0 M, N foil (6)
V; -1/2 0 =1/2 L/2 ||V, 0 L2/(4EIZ) a, 0 Q, f,
0, 0 -1/2 -0 -1/2]|¢,;] |-L’/(4EL) 0 0 L/2EL ||[M,| |fy,

Onde: a, =L|2+6El [(kGAI)|IA2EL), f,=f,=5q,L' (48EI ), f, . =q I’ (6EI)
z z 4 )] y Z @z y 4

e Sy ="fpui-
O problema da tor¢ao sob as hipdteses de Saint-Venant € governado pela equagdo (similar
a da tracdo axial):

dzex(x) B
GI, e +t(x)=0 (7
Onde: [/

distribuido ao longo da barra.
Ainda explorando as similaridades com o problema da tragdo axial, uma representacdao
algébrica local para a tor¢do em estudo, com base na Eq. (3), pode ser escrita como:

exi -1 -1 exi 1 0 -L T; fzﬂt
+1/2- =— + (8)
6, -1 -1}|6,] 2GI,|L 0 ||T,| |/fy
Onde os angulos de torcdo, os momentos torcores nodais € o vetor de carregamento sao
respectivamente: 6, =6, (x=-a), 0,="6, (x=a), T = T(x =-a), T, = T(x=a) e

fa =Ty =t /(4G ).
O problema da flexdo em y por sua vez guarda similaridade com o da flexdo emz, de

b ¢ o momento polar de inércia; 0, (x), é o angulo de tor¢do; t(x)€é o torque

forma que poucos ajustes (corregdes de sinais e a permuta de I, por I ) na Eq. (6) devem ser

feitos para que o sistema algébrico em coordenadas locais seja escrito:
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wil (-2 -L/2 -1/2 0 w; o, 0 0 - /(4EL) |[Q, ] [fwi
P, 0 -z 0 -U2)6;|_ 0 L/2EI,  L*/(4EL) 0 M| |fe, | (9)
W -1/2 0 =1/2 L/2 ||w; 0 —L2/(4EIy) —o, 0 Q, fy
0, 0 -1/2 -0 -1/2]|9,] |L*/@EL) 0 0 —-L/2EL, || M) |f,

com: @, = I 2+ 6EI ((kGAI)|[[(12EL ), f,. = f., =5q,L' (48EI ), f; =—fp =q.L (6EI).
Os sistemas algébricos indicados na Eq. (3), Eq. (6), Eq. (8) e Eq.(9) utilizam sistemas
locais distintos para deslocamentos e esfor¢cos. Uma forma mais elegante aqui proposta, € a
unificagdo desses sistemas na geracao do sistema em coordenadas globais de cada barra.
Assim, o sistema local unificado, Figura 3, para a barra de PEP (com os efeitos de tracao,
torcdo e flexdo em ye em z) pode ser escrito, fazendo-se as devidas correcdes de sinais nas

equacgdes envolvidas, como na Eq. (10), sendo seus vetores e matrizes abaixo explicitadas:

@+ 1] fw}=1g]{p}+ b} (10)

St
¥ AT
\ /‘”2 AN T,
_ Ty @3 i) 1
2] - == i
m/-v" _ 5 /‘:
Vi T\l P o) \ 4
_ } N Qﬂ" \‘_;g
B AN _ _ ?
z = K M,
G
N
i}
Figura 3: Sistema local unificado do pértico espacial padrio
_ T __ _ — — — _ _ _ — — _ —
{I/l } = {ui Vl wi exz yi zi u J v J w J Xj ¢V] ) }

—l 0 0 0 0 0
2

0 _1 0 0 0 L

2 2

SRl - 0 0o -+ o -L o
[h]: ]/—l” Elj , com: [h”]: 2 1 2 D
ji i 0 0 0 —5 0 0

0 0 0 0 _1 0

2
0 0 0 0 0 _1
L 2]

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



500 J. CRUZ, P. QUEIROZ, C. LUCENA, A. MENDONCA

—_l 0 0 0 0 0_ —l 0 0 0 0 0
2 : 1 L
o L 0 0o o o ¢ - 0 0 0 -
2 1 L
3 3 0 0 _1 0O 0 O - 0 O ~5 0 2 0
[hij]:[hji]: 2 1 ¢ [hjj]: 1
0O 0 0 —-— 0 ©0 6 0 o0 -—— 0 O
2 2
o 0 0o o0 -1 o 0 0 0 0 -1 o
2 2
0 0 0 0 0 —l 0 0 0 0 0 —l
L 2] L 2 ]
[0 0 0 0 O 0 |
0Oa 00 0 O
00 a 0 0 0
gii gi' — bl
el ] B com b el o 0 00y
8l 1855 00 0 0 — 0
2EI,
0O 0 O L
L 2EIZ_
L 0 0 0 0 | L 0 0 0 0 |
2EA i 2EA i
0 0 0 0 0o -L 0 0 0 0 0 L
AEI AEI
0 0 0 0 L 0 0 0 0 _r
[g .]: 4EI}, [g ]: 4EI).
Y 0 0 o -k o | 7 0 0 o -_L 0
4EI 4EI,
0 _L 0 0 0 0 0 L 0 0 0
AEI AEI,
0 L 0 0 0 o -kt 0 0 0
I AEI. | | 4EI |

2.2 Portico espacial enrijecido por nicleo (PEEN)

Para a representacdo matemdtica do PEEN € necessdrio, além do equacionamento dos
problemas do portico espacial ndo enrijecido, a descri¢ao adicional dos problemas relativos ao
comportamento do nucleo.

A estrutura de enrijecimento € tomada, neste trabalho, como uma barra de secdo transversal
aberta de paredes delgadas; conseqiientemente o empenamento das se¢des transversais nao se
dd necessariamente com distribuicdo uniforme ao longo do eixo longitudinal da barra,
invalidando, assim, a teoria da torcdo uniforme de Saint-Venant.

A teoria da tor¢do nio-uniforme do modelo de Vlasov (1961) leva em conta as seguintes
hipéteses: 1) apos a deformacdo da barra, a secdo transversal projeta-se indeformada no seu
plano zy, comportando-se como se fosse rija nesse plano; 2) nos pontos da linha do esqueleto

as distorcoes, associadas ao eixo longitudinal da barra e ao sistema de coordenadas do
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esqueleto da secao, sdo nulas; 3) s@o admitidas translagdes e rotagdes da secdo inteira.
Se o modelo de Vlasov (1961) for assumido para representar esse empenamento com
distribui¢do ndo-uniforme, a equagao governante do problema de tor¢do fica:

4 2
d"0 (x) _ar, d 0,(x) _

EI, 2
dx dx?

1(x) (11)

onde: I, € o momento de inércia setorial;I,, € o momento de inércia a torg¢do; 6, (x), € o
angulo de tor¢do e, t(x)é o torque distribuido ao longo da barra.

A equacgdo diferencial governante do problema da tor¢ao ndo-uniforme, Eq. (11), pode ser
transformada em um sistema de equagdes integrais equivalentes através da técnica dos
residuos ponderados, obtendo-se as seguintes relacoes:

0(¢) + [T*(x—e)ﬂ(x)]é - [B*(x—e)e'(x)]é =

L
[T(x)ﬁ*(x—é‘)]é —[B(x)e*'(x—e)]é +jz(x)9*(x—e)dx
0

(12)
L L
46 ar* dB" ,
—s @)+ Lg(x—e)e(x)L - Lg(x—s)e (X)L =
deé" L de” Lt e
T (x)——(x— —| B(x)*= (x— = (x-
{ (x) e (x g)}o { (x)dg (x 8)}0 +Z';t(x) e (x—&)dx

cujas solucdes fundamentais, aqui apresentadas pela primeira vez na literatura, sio:

6 (x-¢)= ! {~ ar + senhal cosh a(r — L) + cosh odLsenho(r — L)}
20GlI,
6" (x - 8) = Sil;(lr) {=1+ senhaLsenho(r — L) + cos o cosh o(r — L)}

t

B*(x - 6‘) = —EIWB*” (x - 8) = —Zi{senhaL cosha(r — L)+ cosh alLsenha(r — L)}
(04

T (x—&)=GILO (x—&)-EI 8 (x—€)= —% sgn(r)

49 (x—€)= _&(F){_ 1+ senhadsenha(r — L) +cos a.cosh o(r — L)}
de 2GlI,
de
C;i(x —¢£)= &;”{senhaLsenha(r —L)+coshal cosha(r— L)}
£
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Sendo: a@=,/GI,/EIl,, ¢ B o bi-momento.
Ap6s a colocagdo do ponto-fonte nas extremidades da barra(§=—a;§=a)e o célculo das

integrais da Eq. (12) a representacdo algébrica da barra sob torcdo no sistema local de
coordenadas fica:

6] [-1/72 0  —1/2 sh/2a](6, 0 0 —(aL—sh —of-1+cH](T) [t
Ol 0 -v2 0 -2 1 | o 0 —of-lret) onh B Jfu|(13)
0, |-1/2 —sh/20 —1/2 0 9, 20G] | ol.—sh 0((1—ch) 0 0 T fy
6, 0 -—ch/2 0 -1/2]|8, ofl—ch) —ofsh 0 0 B | |fy,

Com sh = senh(alL), ch = cosh(al) e os angulos e momentos de torcao nodais e o vetor de
carregamento sdo: 6 = Hx(x =—a) e 0, = Ox(x =a), T = T(x=-a) e T, = T(x=a),
fa=/fy =t (4Gl ), 6, =0 (x=—a) e 6,=6,(x=a), B,=B(x=-a) e B, =B(x=a)
Quando os efeitos: axial, de flexdo bidirecional e tor¢do geral sdo superpostos para formar
o problema da flexo-tor¢do-composta do ntcleo, a representacdo algébrica no sistema local bi-
referenciado, mostrado na Figura 4, é feita através da equagdo Eq. (14), cujos vetores e

matrizes contemplam os 7 graus de liberdade em cada extremidade da barra de niicleo (7° e
14%), que sdo relativos ao bi-momento e a0 empenamento a ele associado, logo:

{I’_tb}-l-[ﬁb]'{ﬁb}:[(_;b]'{l_)b}-l_{l;b} (14)

‘;Rlz
9

eixo do centro de gravidade

Figura 4: Sistema bi-referenciado

{’/_‘b}T :{{’/_‘b}i {ﬁb }j}:{”_‘bz’ ‘_’bz’ Wbi gbxi _byi abzi él;xi ”_‘bj 1_’bj ij gbxj i 2 _bx'}

N
| S
|

{ﬁb}Tz{{ﬁb}i {ﬁb}j}z{ﬁbi ébyi ébzi Tl;i Mbyi szi Ebi ij ébyj sz,j Tl;j Mbyj sz/' Ebj}
{Eb}T :I{l;b}i {l;b }j}:{.fbui ]_[bvi ]_(bwi ]_Cba ]_wai ]_[b@i ]_Cbﬁ'i ]_[buj ]_[bvj fbw/' ]_[béf ]_Cbm ]_Cb(/zj ]_Cbe'j}
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2.3 Unificacao do sistema bi-referenciado
Para unificar os dois sistemas (sistema local com origem dos eixos y e Z no baricentro e

sistema local com eixos y, e z, no centro de tor¢io — CT, vide Figura 5) a transformacao
dos graus de liberdade do ntcleo pode ser efetuada através das expressoes:

o =lal o) . )=1alb.} e b, t=[a]- B}

Oo_zyto

. [5] [o]
Com: [A]:{[O] [8]} e [d]=

oo oo o o =
oo oo o~ o
o o o o = o
o o o = o o
©C O = O O O 5
o= o o o o
== ==

onde: [A]é a matriz de translacdo, [0] ¢ uma matriz nula de ordem 7;0 indice ou subesrito
utilizado em {,}, {p,} e {l;d} indica que esses vetores estdo referidos ao sistema bi-

referenciado unificado com origem no CT. z, e ¥, sdo as coordenadas do CT, em relacdo ao

sistema com origem no centro de gravidade, como mostrado na Figura 5.

Define-se, entdo, uma relacio entre as matrizes de influéncia referidas ao sistema local bi-
referenciado e as referidas ao sistema com centro no CT, a partir das matrizes de translacdo
[A]e [A], possibilitando seja escrita a Eq. (15):

@ 3+, =2, 7.+ 1.} (15)

onde: [, J=[A]" [0, [ AL, [ ]=[AT [, }-[A] e [b.]=[aT -[b,]

¥ Ay,
i
gct ¥y
ZI
—_—
cT 3 I
00! z '
V:
=
CG z

Figura 5: Coordenadas do Centro de Tor¢do

Os vetores deslocamentos, esforcos e das forcas de corpo, no sistema local com centro no
CT sdo respectivamente {i, }, {p,, } e{bc_,}; e as matrizes de influéncia, [hc,] e [g.]
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3 SISTEMA ALGEBRICO DA ESTRUTURA

A representacdo algébrica da estrutura (PEP e PEEN) requer que as contribui¢cdes advindas
das barras sejam convenientemente acumuladas de forma a descrever o comportamento da
estrutura como um todo. Em busca desse objetivo algumas transformagdes nos sistemas
algébricos locais das barras devem ser efetuadas, obtendo-se assim os sistemas algébricos
globais dessas mesmas barras.

3.1 Sistema Global da Barra (SGR)

A principio, a superposicdo dos campos vetoriais (esforcos e deslocamentos) de cada
extremidade de barra deve ser feita através de uma soma vetorial (magnitude e orientacao) nos
nés comuns. Para que estes vetores sejam somados algebricamente ou escalarmente (apenas
suas magnitudes), eles precisam necessariamente estar na mesma dire¢cdo para que suas
contribuicdes sejam corretamente consideradas.

Para tanto, deve-se assegurar para cada membro que as matrizes de influéncia e o seu vetor
de carregamento estejam no mesmo sistema de coordenadas. Os campos no sistema local
podem ser transformados para global a partir das relacdes geométricas entre os eixos desses
sistemas.

Assim, os deslocamentos, os esfor¢os e as forcas externas locais sdo correlacionados com
suas respectivas contrapartes globais, {U}, {P}, e{B}, como:

{w,}=[Rr]-{U}
. 1=[R]-{B} (16)
{p.}=[R]-{P}

Define-se, entdo, uma relacdo entre as matrizes de influéncia locais (referidas ao sistema
centrado no CT para todas as barras do PEEN) e as de influéncia globais a partir da matriz de
transformacdo [R]. A representacdo algébrica no sistema global pode ser obtida pela
substituicao da Eq. (16) na Eq. (10):

wi+lH]-wi=lcl-{P}+{B} (17
Onde [H ]:[R]T-[E,,]-[R], [G]:[R]T-[gc_,]-[R], sdo as matrizes de influencia no sistema
global.
3.2.1 Sistema global da barra de PEP

No caso de portico espacial padrdo tem-se:

[R]{[RL,,- [RL.,,} -

R, (Rl

Com: [R]”:[R]jqu{[c] [O]} c [R]‘i,j:[R]j,iz[[O] [O]},onde [0] ¢ [C] sdo, na ordem, uma

o] [c] [o] [o]

matriz nula de ordem 3 e a matriz dos cossenos mostrada abaixo:
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Cx Cy Cz
[C]=|-(Cx-Cy-cosf+Cz-senB)/Cxz cosf-Cxz (~Cy-Cz-cosf+Cx-senf)/Cxz| (19)
(Cx-Cy-senf—Cz-cosf3)/Cxz —Cxz-senf8 (—Cy-Cz-senfB+Cx-cosf)/Cxz

onde fB¢€ o angulo de um dos eixos principais de inércia em relagdo a X; C,,C,,C, sdo os

cossenos diretores da barra em relagdo ao sistema global de referéncia; e Cxz=+/Cx?+Cz* .
Quando Cxz for zero, entdo a matriz [C] fica:

0 Cy O
[C]=|-Cy.senB 0 senf
Cycosp 0 cosp

3.2.2 Sistema global da barra de nicleo dos PEEN

No caso da barra de nicleo, devido ao 7° grau de liberdade em cada extremidade, a matriz
de rotagdo [R] antes de ordem 12 (no caso do pértico espacial padrdo) passa a ter 14linhas e
14 colunas, cujas submatrizes-elementos estdo abaixo indicadas,

[c] o] {o}
[R]j,i:[R]j,j: [0] [C] {0}
() (o) 1

o] o] {o}
[R]Ai,jz[R]j,iz [0] [0] {0} >
() {0) o

sendo: [0] e [C]como acima definidas, {0} um vetor nulo com 3 linhas e, {O}T = <O> )

3.3 Montagem do Sistema da Estrutura

Quando duas ou mais barras convergirem para o mesmo né deve ser levado em conta a
continuidade dos deslocamentos e as condicdes de equilibrio. No caso do PEP e para as barras
normais (i.€., que nao constituem o nucleo de enrijecimento) dos PEEN a definicao de um né
virtual nas extremidades dessas barras é suficiente para a verificagao do equilibrio n6 a n6 da
estrutura; no caso dos nés envolvendo as barras componentes do nicleo, ha que se definir em
cada extremidade dessas barras um n6 virtual adicional que é o né virtual de empenamento.

Assim, a montagem do sistema da estrutura serd dividida em duas partes: 1) para PEP e
barras normais do pértico enrijecido e, 2) para barras do nicleo dos pérticos enrijecidos.

3.3.1 Montagem do Sistema global (PEP)

Para a discuss@o sobre a montagem do sistema global dos PEP bem como da representacao
das barras normais dos pdrticos espaciais enrijecidos por ntucleo, vide Figura 6. Aqui serao
consideradas (por simplicidade e concisdao) duas barras convergentes. Neste caso isola-se o nd
2 (vide Figura 6e), indicando-se apenas as barras (1) e (2) que para ele convergem, conforme
mostrado na Figura 7a. A Figura 6e é uma ampliacdo do n6 2 da Figura 6d, que por sua vez é
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uma representacdo esquemadtica da parte do PEEN indicado na Figura 6a que esta mostrada na

Figura 6b.

AN S

barras de portico
espacial padrio

(@ (e)

. i :
7/ N\@|®
2
\

(3

n

L

barras de nucleo
{verticais)

barras normais {de PE)
(as demais)

2 3 (5)
(4)

@

®

3) s

\5.

N\
N 5

e
.

3)

Figura 6: Detalhes do pértico espacial enrijecido, do niicleo e representacdo esquemadtica.

2
0/ N N
a s (5)
! 5 ] /

(a)

N6 2

(&)

(2)

(b)

Figura 7: Barras convergentes para o n6 2.

As Eq. (20) e Eq. (21) indicam, na ordem, as representacdes algébricas para as barras (1) e
(2) no sistema global, nas quais o indice entre paréntesis indica a barra a qual a submatriz esta
associada e, os utilizados em cada vetor dos esforcos e dos deslocamentos indicam o né (é
importante observar que os nds 4 e 5 sdo virtuais) ao qual essas grandezas se referem:
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[l -l el Y
20 Yo+ [0 Tu = cv kr i+ 60 KR}
2o o)=L Yo s o) N
[H2 v+ 52 v =[c2kp )+ 62 kp}

Aplicando-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamento nas secdes a esquerda e a
direita no no 2, tem-se:

U, =1.}=1;} (22)
Além disso, devem ser satisfeitas as equacdes de equilibrio no n6 2, vide Figura 7b:
B3P+ {F} =10} (23)

Onde: {F} é o vetor que contém as forcas e momentos diretamente aplicados no né 2; {P5} e

{P4} s@o os vetores que contém, respectivamente, os esfor¢os a esquerda e a direita desse no.

Substituindo-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamento, de acordo com a Eq.
(15), e as condi¢des de equilibrio, conforme a Eq. (16), nas representacdes algébricas
indicadas nas Eq. (13) e Eq. (14), o sistema algébrico da estrutura pode ser escrito como:

0] =12 o o Fellffod) [lav] o [ [ [o]({r}
m0] 5] o o Feeliffe (lee] o ol [o] o] ||{o}
o [#2] [H2] [F62] [ Rod= o [ [62] o [ KB o4
o 2] [B2] 6] o |} | o [ [c2] [ [o] ||}
o] fo] [l ] [ J{RY [ o [o] [o [0 []]{F}

3.3.2 Montagem do Sistema global (PEEN)

Para a discussdo sobre a montagem do sistema das barras de nucleo, serdo consideradas
apenas trés das barras convergentes no né 2 da Figura 6h: as barras (1), (2) e a barra (3).
Convém ressaltar que das barras consideradas as duas tltimas sdo de nucleo, vide Figura 8.

(3)

(1)
: 2)

O o N0

3

Figura 8: Barras convergentes no no 2

Das condi¢oes de compatibilidade de deslocamento entre os deslocamentos do né
geométrico 2 (Figura 8) e os deslocamentos dos nds virtuais (nds: 5, 6 e 7), e dos virtuais de
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bi-momento (nds 8 e 9) das extremidades das barras que chegam a esse nd, tem-se:

{Us}: {Ué}: {U7}: {Uz}

(25)
{‘//8}: {‘//9}: {‘//2}
Além disso, devem ser satisfeitas as equacdes de equilibrio no n6 2, vide Figura 9:
B3+ )+ B+ = ) o6

B;+B,+M,,=0

onde: {Fz} ¢ o vetor das forgas e momentos externos aplicados no né 2; {}’5}, {P6} e {P7} 0s

que contém os esfor¢os de reacdo das barras sobre o né (contemplando apenas as coordenadas
de barra de pértico espacial) e, finalmente, Bge B, sdo os bi-momentos de reac¢do das barras

do ndcleo, associados as 7* e 14* coordenadas, ¢ M ,, o bi-momento aplicados ao no.

(D
'1/

5.}

(2)

3
Figura 9: Condicdo de Equilibrio do n6

Substituindo-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamento, de acordo com a Eq.
(15), e as condi¢des de equilibrio, conforme a Eq. (16), nas representacdes algébricas
indicadas nas Eq. (13) e Eq. (14), o sistema algébrico da estrutura pode ser reagrupado
como:
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6] o] oI ] [l ] [l o} f} {F fo} {]{r}
[E0] o] o] ol o] ] [l o} {fr foF fo} {0} o}
o] [l 6] [l [l ] bl f} {62} o} {0 o ||{r}
o] [o] [e2] I [l ] o} ©F 62} © {fo} {}||{r}
ol [l [o] [G.] [ol ol ] fo} {o} {69} o (o} || o}
] [l [ [6&] ol bl bl fo} o} {G&} o} o} || {0}
o] [o] [o] [ol [o] [o] [o] fo} {o} f{fo} fo} 1}||{r}

0 © (G) (o) (© ©) © o 6@ o o o0

0 {0 (&) (o) {0 © © o 6 o o o |lu,
() (o) (o) (G) (0) (0) (0) o o0 G 0 0 [|M,
O (O © (62) ©) (©) {0 o o G o o |0
(© ) © (o () ©{ o o o 0o -1[Msm

4 VALIDACAO NUMERICA

A validacdo da estratégia de solu¢do proposta para a andlise dos PEP e dos PEEN neste
trabalho € apresentada em trés etapas: a) viga I indicada na Figura 10; b) pértico espacial
padrao (sem enrijecimento), vide Figura 11, e c¢) pdrtico espacial enrijecido por nicleo de
rigidez, vide Figura 12.

4.1 Analise da viga I

As vigas analisadas sao de mesmo material, de mesmo comprimento, L =4,0m, e tém a
mesma secdo transversal. As propriedades do material e do perfil I que caracterizam a se¢ao
transversal sdo: modulo de elasticidade, E =2,1E6N /cm?*; médulo de elasticidade transversal

G=08E6N/cm*, A=23,75cm" Y., =Z., =0cm, 1, =2cm*, I, =20736cm".

Gom Gom

Var s s

Figura 10: Vigas, carregamento e sistema local de coordenadas

A viga mostrada na Figura 10a é engastada-livre cujo carregamento € constituido de um
torque aplicado na extremidade livre T =0,5kNcm . A outra, representada na Figura 10b € bi-
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apoiada com carregamento constituido de um torque uniformemente distribuido ao longo do
seu eixo longitudinal, cuja intensidade € m = 0,5kNcm/cm. Nessa viga os dois apoios nao

oferecem vinculos nos graus de liberdade (GL) relativas ao empenamento, vinculando todas
os demais GL, sendo chamados de apoios garfo.

Os resultados da andlise das vigas aqui obtidos estdo apresentados na Tabela 1 e na Tabela
2 onde sdo encontrados, também, os calculados analiticamente (Mori, 1993) através das
expressoes:

_ |Gl M, (x _, , tanh(La)  senh(xa) J
EIl, Gl, a acosh(La)
M, ( acosh(xa) 1]
v Gl \ acosh(La)
B _%( senhh(xa))
a \ cosh(La)
Viga (a) — Engastada-livre
Tor¢do/Bimomento Rotacdes
GDL (kN.cm, kN.cm?) (cm/rad.)
Obtidos Analiticos Obtidos Analiticos
4 50,0000 50,0000 -0,742475 -0,7424749
7 0,0000 0,0000 | -2,576114E-3 | -2,5761144E-3
11 -50,0000 -50,0000 0,000000 0,000000
14 -8120,4020 -8120,4018 0,000000 0,000000

Tabela 1: Resultados comparados com os da literatura - viga (a)

Viga (b) — Bi-apoiada (garfos)
Tor¢ao/Bimomento Rotacdes
GDL (kN.cm, kN.cm?) (cm/rad)
Obtidos Analiticos Obtidos Analiticos
4 100 100 0,00000 0,00000
7 0 0 | -1.933000E-003 | -1.933001E-003
11 -100 -100 0,0000 0,000000
14 0 0 0,000 0,000000

Tabela 2: Resultados comparados com os da literatura - viga (b)

4.2 Analise do portico espacial padrao

Dados relativos ao pértico espacial padrao (Figura 11) (Gere e Weaver, 1981): P = 4,45 kN
(1 kip), E = 2,060 ESMPa (30000 ksi), G = 8,240 E4 MPa (12000 ksi), A = 7,097 E-3 m’ (11
in’), I, = 3,455 E-5 m* (83 in®), I, = 2,331 E-5 m* (56 in), I. = 2,331 E-5 (56 in®) e L = 3,048
m (120 in).
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barra (1) Y

Figura 11: Vigas, carregamento e sistema local de coordenadas

Deslocamentos (x107%) Calculados | (Gere e Weaver, 1981)
d,(cm) | -0,391674 -0,391100
dy(cm) 1,158628 1,159514
dy(cm) 1,559491 1,559491
d,,(rad) 0,003584 0,003585
d, (rad) 0,005748 0,005748
d,,(rad) | -0,002702 -0,002706

Tabela 3: Deslocamentos da extremidade 2 da barra (1) do poértico espacial, Figura 11

Embora todos os deslocamentos nodais e os das extremidades das barras, tenham sido
calculados; como foram também as reacdes de apoio e os esforcos nas extremidades das
barras, sdo mostrados na Tabela 3 apenas os deslocamentos na extremidade 2 da barra (1) do
portico espacial. Esses deslocamentos estdo referidos ao sistema local como aquele indicado
na Figura 1 1c.

4.3 Analise do portico espacial enrijecido por nicleo

O portico espacial enrijecido por nucleo, mostrado na Figura 12 e na Figura 13, esta
engastado nas bases e é formado por barras com as seguintes caracteristicas fisicas:
E=28E+07kN/m’,G=1,077TE+07kN/cm®. J4 suas propriedades geométricas das

secdes transversais sdo: das barras verticais que representam o nicleo: A = 4,50E - 02m?,
Zer =0,0000E+00m, Y. =—1,0067m, I, =1.500E-03m*, I, =0.0906E00m",
I, =2.6800E-01 m*, f#=0, I,=5.133E-02m°, L=3,0m; das barras verticais (pilares):
A =4.0000E - 02 m?, 1, = 2,6660E —04cm”, I, =13333E - 04m* 1,=13333E—04m* ¢
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L=30m; das barras horizontais (vigas) A=8.0000E-02m*, I, =1,3334E—-03m",
I,=2.6667E-04m*, I.=10667E-03m", Ly, =800m Ly, =4,00m, L, =400m. Na

Tabela 4 e na Tabela 5 estdo mostrados os resultados da andlise. Convém notar que na Figura
12b, a numeragdo dos nds estd em preto, a das barras verticais em vermelho, a das barras

horizontais em rosa. Ja as acoes externas sio F=30kN e P =500kN .

—_— {12
10, 3
/ & .
L s, 3 7

— ——h_'_""‘—'-\.._,_ d

"“-—-._____::_-‘-_—-_-— 8 | 18

—q__l__l_-‘ 5 T T

1
x z 2
i 11'2’
L ¥
(a) (b)

Figura 12: Pértico enrjicedido: a) perspectiva, b) discretizacdo

L
P1 ] V1 P2

400

V4

P4

P3

| e po| e |

315 - | 170 | 315
1 1

Figura 13: Pértico enrijecido em planta (dimensdes em cm)
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N6 E&N) | E(kN) | EkN) | F,(kNm) | E (kNm) | F,(kNm) | E,(kNm?)
1 484,500 | -1,154 | 0319 | 0258 | 0418 | -1,868 | -
2 503,172 | -1,176 | 0625 | 0,004 | 1371 [ -1,890 | -
3 482232 | 1394 | 0304 | 1347 | -0206 | -2283 | -
4 516,086 | -1.415 [ -0491 | 0097 | 1235 [ -2305 | -
5 14,011 | 24,861 | -28.869 | 2,766 | 224,600 | -184,621 | 34,446
Soma | 2000,000 | -30,000 [ -30,000 | - | - [ o |

Tabela 4: Componentes das reagdes de apoio ( Forcas Ff — F,, Momentos F, — F, e Bi-momento E,)

N6 | 10°U, | 10°U, | 10°U, | 10°U, 10°U; 10°U, 10°U,
16 | -3,929 | 3,557 | 0,771 1,384 0,446 0,109
17 | 4,031 | 3,563 | 9,486 | 0,151 -0,666 0,083
18 | -3915 | 7,385 | 0,786 | -0,713 -0,840 0,251
19 | 4,110 | 7,420 | 9,533 | 0,665 -1,114 0,228
20 | -0,340 | 2,011 | 0,760 | -0,747 -0,123 0,330 -0,132

Tabela 5: Deslocamentos U, — U (m), rotagdes U, — U (rad) e empenamento U, (rad/m) no SGR

5 CONCLUSOES

Neste trabalho investigaram-se cada etapa do problema do enrijecimento de poérticos
espaciais por nucleos estruturais. A representacao, dos efeitos de tracao, de flexdo e de tor¢ao,
foi feita segundo a metodologia do método dos elementos de contorno. A montagem do
sistema algébrico final da estrutura requereu a aplicacdo de uma técnica conveniente para
organizar as contribuicdes de cada barra no todo. Alguns exemplos sdo apresentados e
comparados com valores da literatura, quando disponiveis.
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