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Resumen. Se considera un dominio acotado D en Rn con una frontera regular compuesta de
dos porciones de frontera F1 y F2. En Gariboldi — Tarzia, Appl. Math. Optim., 47 (2003),
213-230 (ver también MAT - Serie A, 7 (2004), 31-42), se considera la convergencia de una
familia de problemas de controles Optimos distribuidos gobernados por ecuaciones
variacionales elipticas cuando el pardmetro m (el coeficiente de transferencia de calor sobre la
porcion de frontera F1) de la familia tiende a infinito. Se demuestra la convergencia del
control 6ptimo, del estado del sistema y del estado adjunto de la familia de problemas de
controles optimos distribuidos a los correspondientes de un problema de control 6ptimo
distribuido también gobernado por una ecuacidén variacional eliptica con condiciones de
contorno de tipo Dirichlet sobre F1.

Se consideran, tanto para la familia de problemas de controles éptimos como para el problema
de control 6ptimo limite, las aproximaciones numéricas por el método de los elementos finitos
con tridngulos de Lagrange de tipo 1. Se discretizan las ecuaciones variacionales elipticas que
definen el estado del sistema y de su estado adjunto y ademas las funciones de costo
respectivas.

El objetivo del presente trabajo es el de estudiar la convergencia de la familia de problemas
de controles 6ptimos distribuidos discretos cuando el parametro m tiende a infinito. Se
demuestra la convergencia del control optimo discreto, del estado discreto del sistema y del
estado adjunto discreto de la familia a los correspondientes del problema limite de control
optimo discreto.
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1 INTRODUCCION

Sea un dominio acotado Q — R" con una frontera I'=0Q =T, UT", regular compuesta
por dos porciones de frontera I', y I', con med(I',)>0. Se consideran los siguientes
problemas elipticos con condiciones de frontera mixtas dados por:

—Au=g enQ; u=b sobrel ; —g—lr::q sobre T, (1)
y
—-AU=g enQ; —a—u=a(u—b) sobre I', ; —6—u= sobre I', (2)
on on

donde g es la energia interna en Q, b es la temperatura sobre I', para el sistema (1) y la
temperatura exterior para el sistema (2) respectivamente, ( es el flujo de calor sobre I',. En

Gariboldi and Tarzia (2003; 2004) se consideran los siguientes problemas continuos de
control 6ptimo distribuido para los sistemas (1) y (2) que pueden representar el caso
estacionario del problema de Stefan (Tabacman and Tarzia, 1989; Tarzia, 1988), a saber:

A) Hallar el control optimo g,, € H de manera que:

J(g,,)=minJ(g) (3)

geH

donde el funcional de costo J:H — R viene dado por la siguiente expresion (Bergounioux,
1997; Lions, 1968; Troltzsch, 2010)

3@ =3, -2 [, +> 1ol O

con M >0y z; e H dados, u, € Kes el estado del sistema definido por el problema eliptico

(1) cuya formulacién variacional estd dada por la siguiente ecuacion variacional (Kinderlehrer
and Stampacchia, 1980; Tarzia, 1981):

a(u,.v)=(9.v), —qudy, eV, -
I

ugeK

y cuyo correspondiente estado adjunto p, €V esta definido por la ecuacion variacional:

{a(pg,v)_(ug—zd,v), ARSVA ©

P, €V,

donde:
V=H'(@.V,={veV, v/ =0} K={veV, v/I,=bj=b+V,, (7

Copyright © 2010 Asociaciéon Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 4851-4862 (2010) 4853
H=L(Q), a(uv)= _[Vu.Vvdx, (u,v) = J.uvdx . (8)
Q Q

B) Hallar el control éptimo 9., € H de manera que:

3. (9., )=minJ, (9) ©)

geH

donde el funcional de costo J,:H —>R; viene dado por la siguiente expresion
(Bergounioux, 1997; Lions, 1968; Troltzsch, 2010):

1 2 My e
3@ =2 v ~ 2], + gl (10)
con M>0 y z,eH dados, u,, €V es el estado del sistema definido por el problema

eliptico (1) cuya formulacion variacional esta dada por la siguiente ecuacion variacional:

a, (uag,v)z(g,v)H —qudy+ajbvdy, vveV
T, T, (11)
u_ eV

ag

y cuyo correspondiente estado adjunto p,, €V esta definido por la siguiente ecuacion

variacional:
8, (PugV) = (U —24V), WVEV )
P.g eV
donde:
a, (u,v)=a(u,v)+a|uvdy. (13)

L

En Gariboldi y Tarzia (2003) se estudid el limite cuando o — o« del problema de
control optimo (9) y se demostrd que:

il_rg Uag,,, Yo, L, 0, }E}}o @y~ PO [, =0, (14)
tim[g, -g_| -0, (15)
a—>0 op o [IH

bajo ciertas hipotesis sobre los datos utilizando la caracterizaciéon de punto fijo de los
controles Optimos; las hipotesis sobre los datos del problema fueron eliminadas en Gariboldi
y Tarzia (2004) utilizando la teoria de las ecuaciones variacionales.
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Se considera el método de los elementos finitos con tridngulos de Lagrange de tipo 1

constituido por elementos finitos de clase C’siendo h el pardmetro que tiende a cero
(Brenner y Scott, 1994; Ciarlet, 1978). Se discretizan las ecuaciones variacionales elipticas
que definen los estados del sistema (11) y (5), los estados adjuntos (12) y (6), y ademas los
funcionales de costo (10) y (4) respectivamente. Por Tarzia (2009a; 2009b) (ver también
Casas y Mateos, 2002; Casas y Raymond, 2006) existen tinicos controles 6ptimos Oney, Y O, »

sistemas Up,g Y Uy > Y estados adjuntos Prag,,, Y Prg,, OPtimos discretos y ademas se

demuestran las correspondientes convergencias cuando h—>0 y se dan los ordenes de
convergencia, en funciéon de h, Vz, € H y para adecuados valores de M .

El objetivo del presente trabajo es el de realizar el limite cuando o — oo de las soluciones
discretas de los problemas de control dptimo (9) y demostrar que convergen a las soluciones
discretas del problema de control 6ptimo (3).

En general, la solucion de problemas elipticos con condiciones mixtas se encuentra en

Hr(Q) con 1< I’S%—é‘(5>0) pero existen numerosos ejemplos para los cuales las

soluciones estan en H' (Q) con 2<r que es lo que se supone en el presente trabajo (Azzam

y Kreyszig, 1982 ; Lanzani, Capogna y Brown, 2008; Shamir, 1968).

2 DISCRETIZACION DE LOS PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO

Se considera la siguiente discretizacion (Brenner y Scott, 1994; Ciarlet, 1978)

Q c R" : dominio poligonal acotado ; b = Const.>0 sobre I},

7, : triangulacion regular de tipo no negativa constituida por elementos finitos,
afines equivalentes de clase C°,

h > 0: parametro de la aproximacion de elementos finitos que tiende a cero,

h =lado mayor de todos los triangulos T € z,.

Se aproximan V,V, y K por:

v, :{vh C’(Q)/v, /T eR(T).vT erh}

(16)
Voo ={v, €V, /v, /T, =0}; K, =b+V,,
donde P es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1.
El funcional de costo discreto J, : H — R, correspondiente al funcional de costo
continuo (4) se define por la expresion siguiente:
1 2 My e
30(9) =5 o = 2], += Mol (17

donde u,, es el estado del sistema discreto definido como la solucion de la ecuacion

variacional discreta siguiente (Kinderlehrer y Stampacchia, 1980; Tarzia, 1996; Tarzia,
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1999):

AUV )= (9% ), — [ avdy, W, eV,
r (18)
U, € Ky,

y su correspondiente estado adjunto discreto p,, se define como la solucion de la siguiente

ecuacion variacional discreta:

a( phg,vh):(uhg —zd,vh), Vv, €V,

19)
phg eVOh'

El correspondiente problema de control éptimo discreto consiste en hallar 9y, € H de

manera que:

3u(94, )=Min 3, (9). (20)

geH

Analogamente, el funcional de costo discreto J,, :H — R esta definido por la
expresion siguiente:

31, (9) =5 s ~ 2, + -1 e}

donde Uy, es el estado del sistema discreto definido como la solucion de la ecuacion

variacional discreta siguiente:

a, (Ung- V) =(0.V4),, —quhdy+ajbvhdy, vy, €V,
f, A 22)
Unag eV,

y su correspondiente estado adjunto discreto se define como la solucion de la siguiente
ecuacion variacional discreta:

aw(phag,vh):(uhag —zd,vh), v, €V,
Prag eV,.

(23)

El correspondiente problema de control 6ptimo discreto consiste en hallar e, € H

de manera que:

Jha(ghaop):Min ‘Jha(g)' (24)

geH
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Teorema 1. (Tarzia, 2009b)
(i) Existen Unicos u,, € K, y p,, €V, soluciones de las ecuaciones variacionales (18) y (19)

respectivamente Vg e H,vqe L*(T,),b>0 sobre T.
(if) Se tiene que J, es una aplicacion H - eliptica y por ende estrictamente convexa, es

decir:
(1-0)3,(8,) +,(3)- 3 (19, +(1-1)g,)= "L

t(1-t
> M (2 )”gz_gl|

T R e

S, V9.0, eH.Vte[0,1]. (25

(iii) Existe un Unico control optimo g,, €H que satisface el problema de optimizacién

discreto (20).
(iv) J,es una aplicacion diferenciable segin Gateaux y su derivada J; esta dada por la

siguiente expresion:
Ji(9)=Mg+p,, VgeH, Vvh>0. (26)

(v) La condicion de optimalidad esta dada por:

op

, 1
Ji (ghOp ) =0& 09, :_V phghop . (27)

y si la constante M verifica la siguiente desigualdad:

M>L. (28)

2{2

donde 2 >0 es la constante de coercividad de la forma bilineal, simétrica y continua a, es
decir:

AV av,v), wvev,, (29)

entonces el control éptimo discreto 9y, € H puede ser obtenido como el Gnico punto fijo del
operador W, , es decir:

O,

P

- _ﬁ Pra,, =W, (g“op ) = O, (30)

el cual estéa definido por:
1
W, :H —>v0hcv0/wh(g):—ﬁphg. (31)

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 4851-4862 (2010) 4857

Teorema 2. (Tarzia, 2009a)

(i) Se tiene que existen unicos U,
variacionales (22) y (23) respectivamente Vg e H,vqe L*(T,),vbe H"*(T)).

(if) Se tiene que J,, es una aplicacion H - eliptica y por ende estrictamente convexa
verificando una desigualdad analoga a la (25).

(iii) Existe un unico control 6ptimo Ohe,, € H que satisface el problema de optimizacion
discreto (24).

(iv) J,,es una aplicacion diferenciable segin Gateaux y su derivada J;  esta dada por la
siguiente expresion:

eV, Y Py, €V, soluciones de las ecuaciones

’
‘]ha

(9)=Mg+p,,,. VgeH, vh>0, Va>0. (32)

(v) La condicién de optimalidad esta dada por:

, 1
‘]hoz(ghozﬂp):o<:> ghozOp :_M phagh%p . (33)
y si M verifica la siguiente desigualdad
1
M>? (34)

entonces el control 6ptimo Oha, puede ser obtenido como el unico punto fijo del operador

W,, , es decir:
ghaop = _ﬁ phaghaop <:>Wha (ghozOp ) = ghozop (35)
que se define por:
1
W, :H —)thV/Wha(g)z—M Pheg - (36)

donde 4, =4 Min(l, &) (4, > 0) es la constante de coercividad de la forma bilineal a_, a
saber:

A ML <@, (vv), WveV. (37)
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3 ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA DE LOS CONTROLES OPTIMOS
DISCRETOS CUANDO o —

Teorema 3.
Se tiene los siguientes limites:

i) lim

a—>+o0

Up,g —U V:O,VgeH,Vh>0, (38)

ag

if) lim | p,,e = Py |, =0.¥g €H, vh>0. (39)

a—>+0

Demostracion. Los dos resultados se obtienen de los siguientes pasos para g € H,h>0
fijos:

a) Se tienen las estimaciones siguientes:

Huhag — Uy HV <D,, Va>0

(a—l)j(uhag —b)2d7/S D,, Va>0'

l_l
b) De las acotaciones anteriores se deduce que:

Upg —W—>77hg en V débil (en H fuerte) cuando o — +o0

3 EV/ s
77hg {ﬂhg/rlzb

c) Utilizando la convergencia anterior se puede pasar al limite cuando « — +o, y por
unicidad de la ecuacion variacional (18) se obtiene que:

nhg = uhg .

d) Utilizando las propiedades a) y b) anteriores, y relacionando las ecuaciones variacionales
(18) y (22), se deduce que:

U, —u._ enV fuerte cuando o — +o0.

hag hg

e) Se utiliza una metodologia analoga a los pasos a) a d) para la obtencion del limite cuando
o — +oo para los estados adjuntos.

Teorema 4.

Se tiene los siguientes limites:

() lim U, —U, =0, Vvh>0, (40)
a—>+o haop Yhop \/
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(i) lim ‘ Prs. —Prg | =0, ¥h>0. (41)
a—>+w0 haop fop [l

(i) lim tha ~g, | =0, vh>o, (42)
a—>+o op P liH

Demostracion. Los tres resultados se obtienen de los siguientes pastos para h >0 fijo:
a) Para el caso particular g =0 se tienen las siguientes estimaciones:

|Upeo —Upoll, <E» Va>0

(cx—l)_.’(uh(20 ~b)’dy<E,, Va>1’

l—‘]
b) De la definicion de control dptimo discreto (24) se obtienen las siguientes estimaciones:

1
2

M 2]
+7th% H E”u“ao_zd”i|353, Va>0.

uhagmop T A
c) De las acotaciones anteriores se deduce que:

<E

H

<E,, Va>0

Ya>0

49

haghaop

th“‘m H

d) Utilizando la ecuacion variacional (22) para el sistema Optimo se deducen las siguientes
estimaciones:

<E, Va>0

uhagh%p uhg,hp

(a-1) (uhagm ) . Va0

e) En forma analoga, utilizando la ecuacion variacional (23) para el sistema adjunto 6ptimo se
deducen las siguientes estimaciones:

(a—l)f pﬁag%gdyﬁ E,, Va>1

I

<E, Va>0

phaghaop B phgrbp Y

f) De las acotaciones anteriores, se deduce que:
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e 3f,eH/g, ——f, enH debil cuando a -+
U, — >, enV débil (en H fuerte) cuando @ — +o0

e dp,eV/
n, /T, =b

—>¢&, enV débil (en H fuerte) cuando @ — +oo

Phe
o A& eV /]
£ T, =0

g) Utilizando las tres convergencias dadas en f) se puede pasar al limite cuando o — +o0,
obteniéndose por unicidad de las ecuaciones variacionales (18) y (19) que:

Ty =Uy > Sh = Phs, -

h) Utilizando (20) y (21) se puede pasar al limite cuando & — +o, obteniéndose por unicidad
del control 6ptimo (20) que:

f, = O, -
1) Utilizando f) y g), se obtiene que:

Ty = Uy, = uhgrbp
S = Pri, = phghop
j) Utilizando las ecuaciones variacionales (18) y (22) para los sistemas, y las ecuaciones

variacionales (19) y (23) para los sistemas adjuntos, se obtienen las convergencias fuertes
siguientes:

=0, Vh>0

\

lim

a—>+0

phaghaop N phghop

aILIEO I pﬁagmnp dy=0, Vh>0
I

k) Se puede pasar al limite cuando & — 4+ en las definiciones de los funcionales de costos
(17) y (21) obteniéndose:

, Vh>0.

H

lim

a—>+o

Gner, H :thﬂp
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1) De f) y k) se deduce la convergencia fuerte de los controles dptimos, a saber:

lim

a—>+o

Oy ~ G, |, =0, ¥N>0.
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