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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma metodologia numérica localmente conservativa para a simu-
lagcdo computacional do escoamento bifdsico (dgua e 6leo) em um reservatdrio rigido altamente heterogé-
neo. Este problema é modelado por um sistema de equagdes diferenciais parciais, basicamente composto
por um subsistema eliptico para a determinagdo do campo de velocidades e uma equagéo hiperbélica ndo
linear para o transporte das fases que escoam (equacdo da saturacdo). Do ponto de vista numérico,
propomos a aplicagdo de um método de elementos finitos localmente conservativo para a velocidade da
mistura e um método de volumes finitos ndo-oscilatério de alta ordem, baseado em esquemas centrais,
para a equagdo de hiperbdlica ndo-linear que governa a saturacao das fases. Simulagdes numéricas serdo
apresentadas para ilustrar as caracteristicas de precisio e estabilidade da metodologia proposta.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento de modelos matematicos € métodos computacionais para a simulagdo
de escoamentos em meios porosos ¢ um tema de grande interesse devido a sua aplicagdo em
diversas dreas da engenharia e ciéncias aplicadas. Em relacdo a Engenharia do Petréleo, a
otimizacao dos processos de recuperacdo de hidrocarbonetos estd intimamente relacionada com
a simulacdo precisa destes processos. Para tanto, a troca de massa e momento linear das fases
que escoam, suas relacdes de capilaridade e mobilidade, a ocorréncia de deformagdes na matriz
porosa, a estabilidade dos pocos de produgdo e inje¢do, dentre inimeros outros, devem ser
adequada e precisamente considerados nos modelos fisico-mateméticos e numéricos.

Uma importante caracteristica, em tais modelos, € a alta heterogeneidade dos campos de
permeabilidade e de porosidade do reservatério (Borges et al., 2008, 2009). Naturalmente a
metodologia numérica empregada deve ser capaz de capturar fendOmenos tais como o surgimento
de “dedos” na regido de mistura, no processo de extracdo secunddria, devido a heterogeneidade
do meio e aos efeitos de ndo-linearidade resultantes da diferenca entre as mobilidade das fases
(Ribeiro, 2007; Abreu et al., 2009; Malta et al., 2000). Do ponto de vista numérico, a repre-
sentacdo precisa deste fendmeno exige o desenvolvimento de novos esquemas computacionais
capazes de simular a interacdo entre os acoplamentos fluido-mecanicos e a heterogeneidade da
formacdo. Em particular, tais esquemas numéricos devem ser capazes de lidar com coeficientes
heterogéneos descontinuos e de preservar propriedades de conservagdo locais.

Neste sentido, neste trabalho apresentamos uma metodologia numérica localmente conserva-
tiva para a simulagdo computacional do escoamento bifdsico (dgua e 6leo) em um reservatorio
rigido altamente heterogéneo. Este problema ¢ modelado por um sistema de equagdes diferen-
ciais parciais, basicamente composto por um subsistema eliptico para a determina¢ao do campo
de velocidades e uma equagdo hiperbodlica ndo-linear para o transporte das fases que escoam
(equacdo da saturacdo). Do ponto de vista numérico, propomos a aplicacdo de um método de
elementos finitos localmente conservativo para a velocidade da mistura e desenvolvemos um
método de volumes finitos ndo-oscilatério de alta ordem, baseado em esquemas centrais, para
a equacdo de hiperbdlica nio-linear que governa a saturacdo das fases. Simulacdes numéri-
cas serdo apresentadas para ilustrar as caracteristicas de precisdo e estabilidade da metodologia
proposta.

2 O PROBLEMA MODELO

Seja 2 C R™d (ngg = 1,2 ou 3) um dominio limitado com contorno regular 9€) = I" de
normal exterior n representando um meio poroso rigido, no qual ocorre o escoamento de duas
fases incompressiveis e imisciveis, denotadas por « = w (dgua) e « = o (6leo), e 7" > O um
numero fixo. A lei de conservacdo da massa da fase o, no caso de auséncia de troca de massa
entre as fases e de fontes externas, € escrita como

qb%mivva —0 )

onde ¢ : Q — (0,1) é a porosidade, s,, : Q x [0,T] — [s2in smax] C [0, 1] € a saturagdo da fase
«, satisfazendo a relacao

Z Sa = 1, ()
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e vy : 2 x[0,7] — R™a ¢ a velocidade de Darcy da fase. Esta velocidade mede o fluxo da fase
no meio poroso e € dada, no caso bifésico, pela lei

kra (Sa)
onde k :  — RT é a permeabilidade intrinseca do meio poroso, k., : Im(s,) — (0,1) é a
permeabilidade relativa da fase «, p, : 2 — R sua viscosidade e p, : Q x [0,7] — R a
pressdo que atua na fase. Utilizaremos também o conceito de mobilidade da fase, A\, : Q2 — R™
definida como a razdo

Vo = —k vPa

kra(Sa)

e
Neste trabalho, assumimos que a pressao nas fases € a mesma, ou seja p, = p (para & = w, 0),
0 que equivale a considerar a pressdo capilar nula. Com isso, tomando s = s, a velocidade da
mistura v = vy, + v, pode ser escrita em termos da pressao p como

Aa =

v =—kA(s)Vp
onde A = )\, + )\, € a mobilidade total da mistura. A relagc@o entre a velocidade da mistura e a
velocidade das fases € dada pela func¢do fraciondria de fluxo

Aa(s
o) = 2

através da relacao
Vo = fa(s)v.

2.1 O Sistema Acoplado

Por simplicidade, neste trabalho consideramos o caso bidimensional (ngy = 2). O problema
modelo para o escoamento bifdsico no meio poroso rigido pode ser entdo estabelecido como:

Problema: Encontrar a pressdo p : Q x [0,7] — R, a velocidade de Darcy da mistura v :
Q x [0,T] — R? e a saturagdo da dgua s : Q x [0, 7] — (0, 1) tais que

v=—kAs)Vp emQ x (0,7) 3)
divv=0 emQ x (0,7) 4)
0s ,
qba +div [fy(s)v] =0 em Q x (0,7 5)
satisfazendo a condi¢@o de contorno
v-n=¢q sobrel'y (6)
p=p sobrel, (7)

onde I' =T', UT,, e a condi¢@o inicial s(x, 0) = so(x).

onde a equagdo (4) representa a conservacao de massa da mistura, dada pela soma da equagao
(1) escrita para as fases dgua e 6leo.
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2.2 Os Problemas da Velocidade e da Saturacao

O problema modelo pode ser visto como um subsistema eliptico, formado pelas equacdes
(3) e (4), acoplado a uma lei de conservagdo de natureza hiperbdlica (5). No contexto de escoa-
mentos em meios porosos, o subsistema eliptico € usualmente denominado problema de Darcy
e a equacgdo hiperbdlica € denominada equagdo da saturacdo. Do ponto de vista numérico, uti-
lizamos o fato de que a escala de tempo do problema eliptico € maior do que a do problema
hiperbdlico, e adotamos uma estratégia de desacoplamento no tempo, onde um passo evolutivo
do sistema € dado da seguinte forma:

(1) Dado um campo de saturagdes, determinar a dindmica do escoamento através do cdlculo
do campo de velocidades (resoluciao do Problema de Darcy)

(i1) Fixado o campo de velocidades, determinar o transporte (resolu¢cdo da equacdo da Satu-
racdo) até o fim do passo.

Assim os passos seguem sucessivamente até o instante final da simulag@o. Neste contexto, é na-
tural o emprego de métodos numéricos distintos para os problemas da velocidade e da saturacgao,
o que serd descrito nas Sec¢des 3 e 4, respectivamente.

3 METODO NUMERICO PARA O PROBLEMA DE DARCY

O subproblema da velocidade, em sua representa¢io continua, pode ser escrito como:

Problema de Darcy: Dada a saturagdo no instante ", s” = s(¢"), e denotando A = A(s"),
calcular a velocidade e a pressdo tais que

v=—kAVp emQ (8)

divv=0 em )

satisfazendo as condi¢des de contorno (6) e (7).

Do ponto de vista da aproximag¢do numérica, apesar da aparente simplicidade deste sis-
tema, escoamentos em meios anisotropicos e heterogéneos representam uma édrea de pesquisa
de grande interesse da andlise numérica e modelagem computacional (Cordes e Kinzelbach,
1992; Durlofsky, 1994; Nakshatrala et al., 2006; Correa e Loula, 2007b; Loula et al., 2008;
Correa e Loula, 2008). Aproximagdes por elementos finitos para o sistema de Darcy sdo essen-
cialmente baseadas em formulagdes em um tinico campo para a pressao (equagao de Poisson) e
em formulagdes mistas para a velocidade e a pressao.

A principal caracteristica dos métodos de elementos finitos mistos é o uso de diferentes
espacos de aproximagdo para a pressdo e a velocidade, requerendo uma condi¢do de compat-
ibilidade entre estes eles (Brezzi, 1974), o que reduz a flexibilidade na escolha de espacos
de elementos finitos estaveis. Uma aproximac¢do bem sucedida para o escoamento em um meio
poroso € a formulacao mista dual desenvolvida por Raviart e Thomas (Raviart e Thomas, 1977),
utilizando espacos de elementos finitos vetoriais baseados no operador divergente para a veloci-
dade, combinados com espagos Lagrangianos descontinuos para o potencial. Para contornar
esta condicdo de compatibilidade, diversos métodos de elementos finitos estabilizados vém
sendo desenvolvidos (eg. Loula e Toledo, 1988; Masud e Hughes, 2002; Loula e Correa, 2006;
Correa e Loula, 2008, 2007a; Barrenechea et al., 2007; Brezzi et al., 2005; Hughes et al., 2006).
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Neste trabalho aproximamos o Problema de Darcy através de uma formulacao de elemen-
tos finitos posta unicamente em termos da velocidade, onde introdu¢do de uma pequena com-
pressibilidade permite a eliminacao da varidvel associada a pressdo. Tal formulacao € livre de
condic¢des de compatibilidade, sendo descrita a seguir.

3.1 Formulacao Variacional

Para estabelecer a formulacao variacional que serd utilizada como base para a construcao do
método dos elementos finitos que empregaremos na resolug¢ao do problema de Darcy, admitimos
uma pequena “compressibilidade” no sistema e buscamos a velocidade v. e a pressao p. tais
que

v. = —kAVp. em(} (10)
divv, = —ep. em ) (11)
ve-n=¢g sobrely (12)

pe =p sobrel’, (13)

onde € é um parametro pequeno. Multiplicando a equac¢do (10) por uma fungdo w pertencente
ao espago V = {w € H(div); w - n = 0 sobre ', } e integrando por partes, temos:

1

— VE-wdQ—/pgdivwdQ—i-/psw-ndF:0. (14)
kA Jo 0 r

Utilizando as condigdes de contorno e o fato de que
pe = ——divvg,
€

reescrevemos a equacao (14) como o seguinte problema variacional, posto unicamente em ter-
mos da velocidade:

Formulaciio com Compressibilidade : Encontrar a velocidade v. € V tal que

1
— VE-WdQ+—/divvadivwdQ:—/pw-ndF VweV (15)
kX Q g Ja Ip

onde definimos o conjunto V = {v € H(div); v -n = ¢ sobre I', } . Da equagdo (15) vemos
que o inverso da compressibilidade atuca como uma penalizacio sobre o divergente. E possivel
mostrar que a solucdo penalizada v. converge para a solucio original, com dependéncia linear
do parametro € (Girault e Raviart, 1986).

v —ve|l v < Cee. (16)
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3.2 Método dos Elementos Finitos

Para a constru¢ido do método dos elementos finitos, utilizaremos o espago de elementos fini-
tos de Raviart-Thomas de mais baixa ordem para a velocidade (Raviart e Thomas, 1977; Brezzi
e Fortin, 1991). As fun¢des base desse espago sdo especialmente desenvolvidas para a aproxi-
magio de fungdes no espago H (div, 2), possuindo incégnitas associadas aos lados dos elemen-
tos. No caso do célculo de campos de velocidade, o emprego desse espaco conduz a solugdes
que fornecem continuidade da componente da velocidade normal a face de cada elemento, con-
forme indica a Figura 1 e que permitem a descontinuidade da componente tangencial, tipica do
campo de velocidade em meios heterogéneos. Assim, denotando por V;, o espaco de Raviart-
Thomas para a velocidade, temos o seguinte método dos elementos finitos para o Problema de
Darcy:

Encontrar a velocidade v, € V), tal que

1
ﬁ/vh-wh dQ+—/divvhdivwh dQ:—/ pvy-ndll Yw, eV,  (17)
k Ja € Ja Tp

]

! 0, e )"

!

’Ud

Figura 1: Incégnitas associadas ao elemento de Raviart-Thomas.

Para o uso de fun¢des de Raviart-Thomas, € bem conhecido que a velocidade aproximada
converge linearmente para a solu¢do do problema, com relacdo ao parametro de malha h, ou
seja

Ve = vl H@iv) < Crh. (18)
Com isso, temos a convergéncia da solu¢do aproximada para a solu¢do do problema original
dada por
v = Vil < C(e + h). (19)
4 METODO NUMERICO PARA A EQUACAO DA SATURACAO

Da mesma forma que apresentamos o problema de Darcy, podemos apresentar o problema
da saturagdo, definido sobre um intervalo de tempo (¢", ¢" ), como

Problema da Saturacdo: Dada a velocidade v no instante ¢", calcular o campo de saturacdes
s tal que

qﬁ% +divE(s) =0 em Qx (&",t") (20)

satisfazendo a condicdo inicial s(x, t") = s".
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No desenvolvimento deste trabalho, consideramos o caso geral onde a fun¢do de fluxo € dada

= 1]

cujo caso particular f(s) = fy(s)v modela o escoamento bifdsico. Dentre a vasta gama de
métodos para a aproximacgdo de leis de conservacdo nao-lineares (ver LeVeque, 2002), tais
como a equagdo (20), focamos neste trabalho sobre o método de volumes finitos de alta or-
dem de Kurganov e Tadmor (2000), que consiste em um esquema central de alta resolucdo que
apresenta baixa dissipacao numérica, podendo ser escrito através de uma formulacdo semidisc-
reta, continua no tempo. Em seguida construimos uma variacao deste método, incorporando a
heterogeneidade do campo de porosidade ¢, fundamental para a simulacdo de meios porosos
altamente heterogéneos. Tal extensdo permite ainda a consideracdo de campos de porosidade
varidveis com o tempo, comuns na simula¢do de meios porosos deformaveis (Murad e Loula,
1992; Murad et al., 1996).

4.1 Esquemas Centrais de Alta Ordem

Seja uma discretizagdo do dominio {2 em volumes C; ; = C; x C;, onde C; = (xi_l /2 Tig1 /2)
¢ um intervalo com comprimento Az na dire¢do z e C; = (yj_l /2, Yjit1 /2) ¢ um intervalo com
comprimento Ay na direcdo y. Consideramos ¢(x) como sendo uma fung@o constante por
partes, variando de volume para volume

P(x) =¢i; sexeC,j,

e denotamos por S5;'; uma aproximagao para a média da saturag¢do sobre o volume C; j no instante
t". Uma base para a construcdo de diversos esquemas numéricos do tipo de Godunov para leis
de conservagado € o algoritmo REA (Reconstruct, Evolve, Average), consistindo basicamente

nas seguintes etapas:

Reconstruct-Evolve-Average (REA)

e Reconstrugdo: A partir dos valores médios sobre as células S;;, reconstrua uma
func¢do polinomial por partes definida para todo x

e Evolucdo: Evolua a equacdo hiperbdlica de forma exata ou aproximada com os
dados iniciais estabelecidos no passo anterior e obtenha ng_“jl apos o intervalo de
tempo transcorrido At, onde D; ; designa uma célula de um novo dominio.

e Projecdo: Projete S%jjl (ou sua reconstrugdo) sobre cada célula da malha original
para obter os novos valores médios Sf;rl.

Reconhecido como protétipo dos esquemas centrais, o método de Lax-Friedrichs (Lax, 1954)
possui estrutura simples, onde ndo € necessaria a resolu¢do de problemas de Riemman para a
avaliacdo do transporte. No contexto do algoritmo REA, este método pode ser derivado uti-
lizando as fungdes constantes por partes 5;';, onde a evolugdo € realizada sobre a malha dual
(malha centrada nos nés)

éi,j = (i, Tiv1) X (Y5, Yj1)-
A Figura 2 ilustra o esquema de Lax-Friedrichs (LxF) em uma dimensdo. Apesar de sua
simplicidade, a excessiva dissipa¢do numérica introduzida, de ordem O(Axz?/At), compromete
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Figura 2: Esquema de Lax-Friedrichs.

fortemente a representa¢do de ondas de choque e rarefacdo. Uma alternativa para reduzir tal
dissipagdo, € o emprego de esquemas de alta ordem, tal como o desenvolvido por Nessyahu e
Tadmor (1990), onde as aproximacgdes (de primeira ordem) constantes por partes do esquema
LxF sdo substituidas por aproximacdes (de segunda ordem) lineares por partes do tipo MUSCL
(Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws) reconstruidas a partir de tais
valores constantes, através de uma expressao da forma

Lii(x) =S+ (Sp);; (x — @) + (S;)” (y —y;) parax € C; (21)

. . n n .
onde as derivadas discretas (S) i © (Sy) Y satisfazem

3

os™

. os™
(Sx)i,j = % =

+0(Ar) e (9, = .

Yy
(z4,y5)

+ O(Ay). (22)

(4,y5)

Para garantir a conservacao, as funcdes (21) sdo construidas de modo a satisfazer a relacio

ol
L1 (x)d = S,
Cigl Je., ™ K

onde C; ; = AxAy. Assim como o esquema LxF, o método de Nessyahu-Tadmor (NT) € obtido
pela evolugdo sobre a malha dual C; ;. Sob certas limitagdes de CFL, o método satisfaz a pro-
priedade de diminuicdo da variancia total (TVD, ver Nessyahu e Tadmor (1990)). Por ser de
segunda ordem, o esquema NT possui dissipagdo numérica O(Az*/At), consideravelmente
menor do que a do esquema LxF. Contudo, isto ndo contorna as dificuldades com passos de
tempo pequenos que surgem, por exemplo, por restricdes do tipo CFL.

Uma possibilidade para superar essa dificuldade € utilizar uma formulagdo semidiscreta (con-
tinua no tempo e discreta no espago), que pode ser acoplada a uma método para resolucdo
de sistemas equacdes diferenciais adequado (os métodos LxF e NT ndo admitem formulacdes
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semidiscretas). Neste sentido Kurganov e Tadmor (2000) apresentaram um esquema central
que usa mais precisamente as informagdes sobre as velocidades de propagacdo nas faces dos
volumes, permitindo calcular o passo de evolucdo ndo sobre as células da malha dual (de di-
mensao fixa), mas sim sobre novas células, de tamanho proporcional a tais velocidades, como
indica a Figura 3. Com isso, as médias sao tomadas sobre leques de Riemann de tamanhos vari-
ados, o que permite, no limite At — 0, reescrever o esquema de diferencas como um sistema
de equagdes diferenciais. Esta formulagfo semidiscreta possui dissipagdo numérica O(Az?)
(Kurganov e Tadmor, 2000), ndo padecendo da excessiva dissipacdo presente no método NT
quando passos de tempo pequenos sdo empregados. Comparagdes entre os esquemas NT e de
Kurgavov-Tadmor (KT) na simulacdo de escoamentos bifdsicos em meios porosos com per-
meabilidade intrinseca heterogénea, podem ser encontradas, por exemplo em Ribeiro (2007);
Abreu et al. (2009).

J\f

Ve Qn
ST\ jrg—"015]
L‘I " {.l r
Yi—1/2 Yic12 tigise Lit1/2

T

Ll l ] 1 1 l l
L L 1 L L
i1 Li—1/2 €L Lit+1/2 Lit+1

A J

Figura 3: Esquema de Kurganov-Tadmor.

O método KT foi desenvolvido para leis de conservacdo nao-lineares da forma da equacao
(20), sem a fungdo ¢. Sua extensdo para o caso em que ¢ € uma funcao constante é imediata.
Contudo, até 0 momento, ndo estd estabelecida na literatura uma extensao da formulagdo para o
caso onde ¢ = ¢(x), ou seja, para o caso em que a porosidade é funcdo da posi¢ao. Tal formu-
lagdo € de suma importancia para a simulacao de meios porosos heterogéneos, bem como para a
consideracdo de campos de porosidade varidveis com o tempo, comuns na simulacdo de meios
porosos deformaveis (Murad e Loula, 1992; Murad et al., 1996). Neste sentido, desenvolvemos
na proxima secao uma extensdo da formula¢do de Kurganov e Tadmor (2000) para o caso de
porosidade variavel.

4.2 Um Esquema Central de Alta Ordem Para o Caso de Porosidade Variavel

Para a deduc¢do do esquema central de alta ordem que serd utilizado na simulacdo de meios
porosos heterogéneos com a permeabilidade e a porosidade varidveis, utilizaremos o algoritmo
REA. Os indices [, 7, u e d serdo utilizados tanto para representar os volumes a esquerda, a
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direita, superior e inferior ao volume central (designado pelo indice c), respectivamente, quanto
para representar os lados deste volume. A notacdo que serd introduzida ao longo da dedugdo
explicitard qual dos dois casos estd representado.

4.2.1 Reconstrucao

As aproximagdes lineares por partes sdo construidas, a partir das médias sobre cada vol-
ume, com base na equacdo (21). Para o cédlculo das derivadas numéricas, foram utilizados os
limitadores MinMod

1
(S7)i; ~® MM {a(SZ’-fj —S"1)

1 mn n n n
x Az i—1,j 75( i+l i—l,j)’a( i+15 Sz‘,j)} (23)

(Sy)i,j ~ A_yMM {O‘(Sz’,j - Si,jfl)v §(Si,j+1 - Sz‘,jﬂ)a a(Si,j+1 - Si,j)} (24)

onde
MM{a, b} — MinMod{a, b} — % (sen(a) + sgn(b)] - min (Jal, 5] 25)

e 0 parametro « varia entre o valor « = 1, que corresponde ao limitador MinMod bdésico (o
valor central € descartado), e valores dependentes de condi¢des CFL. Em geral, o valor o« = 2 é
tomado como limite superior (Nessyahu e Tadmor, 1990; Kurganov e Tadmor, 2000).

4.2.2 Evolucao

Para a defini¢do da malha auxiliar sobre a qual se dd o passo evolutivo, é necessario obter
informagdes sobre a velocidade de propagacdo nas faces do volume. Iniciamos com a defini¢ao
da saturagdo nas faces:

S = L}(wio1y2, y5) S = Lty j(@ica/2,95)
S5 =L @iy, ys) Sy = LY j(@ivry2, ;)
Si = Lij(xiyj-1/2) Sq = Lij1 (@i, Yj-1/2)

St =L} (i yjsa2) Sy = LY (@i, y511/2)-

onde os indices representam as faces do volume central. Assim, podemos avaliar as velocidades
de propagacao, através de

n 1 df _ 1ldf n 1 df 1 df

a = —— a = —— a; = —— a, = ——
P ds s=S;" Gr ds s=S; Or ds | g+ e ds | _g-
1 df 1 df 1 df 1 df

afy = —— a; = —— af = —— a, = ——
¢C ds s:Sd+ ¢d ds s:S; Qbu ds s:Sf[ (bc ds s=S,

onde ¢ € a porosidade avaliada no volume (3 (8 = ¢, [, 7, u, d). A velocidade de propagagio na
face (3 € entdo definida como
ag = max {|ag|, |af|}. (26)
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Assumindo que esta velocidade € constante para cada passo no tempo, temos que a infor-
macao que parte da face esquerda, por exemplo, percorre a metade da célula na dire¢cdo z em

um tempo dado por

A
At = 22
2al

Estendendo este raciocinio para as outras faces, temos uma restri¢ao do tipo CFL para o passo
de tempo, dada por:
At S min {Atl, At,«, Atd, Atu} . (27)

Tomando, a partir do instante ", um passo de tempo At satisfazendo a restri¢do (27), podemos
definir os seguintes pontos de referéncia:

Tin = Ti—1/2 — w At Tie = Ti—1/2 + w At
Trn = Tir1/2 + CZTAE Lre = Tig1/2 — arAE
Yan = Yj—1/2 — agAt  yge = Yj—1/2 + agAt

Yun = yj+1/2 + auAt_ Yue = yj+1/2 + (luAt_,

onde os indices ¢ e n indicam se os pontos sdo relativos ao volume central (¢) ou a um dos
seus vizinhos (n). Tais pontos estdo representados na Figura 4. Desta figura, podemos ver
claramente a formacgdo de cinco novas cé€lulas, de tamanhos distintos:

C = (iUlmﬂClc) X (yj—1/272/j+1/2) Cr = (xrmxrn) X (yj—1/2ayj+1/2>
Cq = ($i—1/2,$i+1/2) X (ydn,ydc) Cu= ($i—1/27$i+1/2) X (yucayun)

Cc = (wlca xrc) X (ydw yuc)-

O passo evolutivo se dd pela integracdo da lei de conservagado (20) nas células Cs do instante
t"aot = t" + At, ou seja

d(x)w(x, 1) dQY= | d(x)w(x,t") dQ — / / -n dl'dt (28)
Cs Cs e,

onde w(x,t) é uma fungdo composta pelas reconstru¢des lineares. A seguir apresentaremos o
desenvolvimento desse passo para a célula C;.

Evolucao sobre a célula C;. Iniciemos pela avaliacdo da primeira integral do lado direito da
equagdo (28), ou seja, a integral no espaco.

o(x)w(x,t") dQ = oLy 1(x) dQ + ngcLZj(x) dQ2
Cl Cln Clc

com Cp,, = C;NCi—y ;e C. = C NC; ;. Usando as reconstrugdes lineares podemos mostrar que

[Copouieryan = Bl{ase,+ S| o s, -G e, | o

— |C’| {6S] + ¢S} + O(AF)
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Figura 4: Esquema de Kurganov-Tadmor 2D.

onde |C;| = 2a;AtAy.

Para a aproximacdo do termo de fluxo, representado pela segunda integral do lado direito da
equacdo (28), tomamos o valor do integrando no instante " e os valores da satura¢do no ponto
médio da face, escrevendo:

/ / ‘1 dTdt ~ AFAY {F(Siest™) — F(Sm ")} + O(AF)

onde S;. = Li,j(:plc, Y;) € Sin = Ly ;(%in,y;). Tomando a média da equagdo (28) sobre a
célula C;, temos

1
ICilbe, Je, 2¢ c

com ¢¢, = (¢ + ¢;)/2. Assim, podemos definir a saturacdo média sobre a célula C;, obtida
ap6ds a evolugdo em um intervalo de tempo At, como sendo

d(x)w(x,t) dQ ~ {&S; + ¢CS+} {f(Slc,t”) (S, t") }+O(AY)

v 2¢16 {(¢CS s - al, (e #7) = f(Szn,t”ﬂ} +OAD. (9

Evolucao sobre as outras células. Realizando um desenvolvimento andlogo para as outras
células, obtemos:

e = 2; {W W?"S*)—al[f@mt")—f(STC,t">1}+O<Af> (30)

T

1
2¢¢,

1

Se, = gl 1) - f(Sdmt”)]} Lo 6

{(aﬁcS;; + ¢aSy) —
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Se. = 2; {(¢c5 + ¢u5+) L [g(Sun,t") — f(Suc,t")]} + O(AY) (32)
Cu Ay,

CZ n n
Se. = Si;+ At||CJ|| { (=) (D), + (aa = ) (57),,

_ [f(Sre, ") = f(She, 1)) . [9(Sue, 1) — 9(Sac, t")] } 2
S AT ooy + O(AtY) (33)

onde |C; ;| = AzAye |C.| = [Az — (a; + a,) At][Ay — (aqg + a,)At]. Com isso, estd concluida
a etapa de evolucao.

4.2.3 Projecao e Formulacio Semidiscreta

Uma vez conhecidas as solugdes sobre as células da malha ndo-uniforme gerada a partir de
informacdes sobre as velocidades de propagacdo nas faces do volume, procedemos a projecao
sobre o volume C; ; da malha original, no instante ¢, ou seja

Sij = | {IC|Se, + [Cr|Se, + [CalSe, + |CulSe, + 2ICclSe.} — Ieyney

2!%

onde o termo I¢,~c, corrige a duplicidade da proje¢@o sobre a regido de intersegdo entre as
células Cg e Cy (3,60 = I,7,d,u). E direta a verificagio de que Iesnc, = O(AZQ ). Utilizando
este fato e as expressoes para |Cs|, temos:

_ At At C.
Sid = {alScl + CLTS(; } —I— —_— {adScd + auSC } + "C |‘
i,j

O termo da projecao relativo a célula central pode ser escrito, a partir da equacdo (33), como:

Se, + O(AP). (34)

Cc| (. 1 n n
‘Cz]‘ SC B ’CZ]|SZ] + A 2 [(al B ar) (Sm )W + (ad - au) (Sy)m}
[f(Srm ) - f(SlC’ tn)] . [g<SUC> tn) — g(SdC’ tn)] 72
N ooy + O(At).  (35)
Adicionalmente,
c.| o AF AF -
!ng|S” Siiq 1 —(ar + ar)AI (aq + a“>_Ay + O(AtY) (36)

0 que nos permite escrever, através da substituicao de (36) em (35) e da defini¢ao das saturacdes
nas faces do volume:

‘Ci,jlscc B Si’j - A:L‘ {(CZIS + a'TS ) a [f(srmt ) - f(Slat )]}
_ 2; {(ads + auS ) ¢1c [ ( e ) _ g(Sdc,tn)]} + O(Afz)
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Substituindo este resultado na equacao (34), temos

Sij — S 1 . n n
T = X {a, (Se, = S;F) +a (Se, = S;) — 5 [f(Spest™) — f(Sie, t )}}
b (e, = 81 + (S = 0) = S ) — (5]
O(AD).

Esta equacdo € a base para obtermos a formulacdo semidiscreta. Para tal, tomemos o limite
At — 0,

I, R = gt (S = 57) on (5 = 57)
o i (S t) — £ )
+ Aiy Al%rilo [aa (Se, — SF) + au (Se, — Sy)]
= oag A 905 ") = g8 )] 37)
Notando que
limazao Sie =5 limarao S, =S5, limazoSre =95, limaz.oSm =S
limazo See =S5 limazoSan = S;  limazaoSue =S,  limaz—oSun = Sy

lim S __S;’Lj = A5y
At—0 At dt
substituindo as equagdes (29-32) em (37) e simplificando as expressoes, chegamos a formulagao

semidiscreta:

dSi,j - 1 al¢l - arqbr _ ao-
TF'_ZQ{¢+@“% )+ 5 g 5 50
_ 1 + ny — gn\] __ 1 + n\ — n
peal UCLD R (CLD Bl G R (CLD)
1

_ —Lm$¢%—fwﬁwn}

Pe
i ad(bd - Qo+ a/u¢u + _ o-

* Ay{¢c+¢d(sd Sd>+¢c+¢u(5“ S0

_ 1 + 4my — 4n\] 1 + n\ — n
@+%bww” 9(S7,t")] @+%bwww (S5, "]
1

- S latsn - a(st) |

Esta formula¢do pode ser escrita na forma de fluxos numéricos através da expressao
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dSij Hr - Hl Hu — Hd
2 = 38
dt Ax + Ay (38)

com

1 _ n ¢a — n
Ha:m{aa(si_sa)_ @(S;rat)ﬂLg (Sout):|} (39)
onde ¢ representa a fungdo f(s,t) ou g(s,t). Para o caso particular de ¢ constante, recaimos
sobre o fluxo numérico do método de Kurganov-Tadmor:

H, =% (55— 557) - ﬁ [o(SE,t7) + (S, 1]

5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Nesta se¢do apresentamos alguns estudos com o objetivo de testar numericamente a metodolo-
gia proposta. Iniciamos com uma seqii€ncia de testes em geometria Slab. Em seguida apresen-
tamos um estudo em geometria Five-Spot. Como o objetivo é avaliar caracteristicas de precisao
e estabilidade dos métodos numéricos, trabalharemos com exemplos ilustrativos, onde omitire-
mos as dimensdes das varidveis. Em todos os experimentos consideramos um dominio quadrado
unitdrio discretizado em uma malha de 100 x 100 volumes, inicialmente com 79% de dleo e
21% de dgua. A razdo entre a viscosidade 6leo e da dgua é 10 e as permeabilidades relativas
sdo dadas por

Fraw(s) = (5 = 8r0)*(1 = 800) 7 hiro(5) = (1= (1 —5,0)7's)?

onde s, = 0.2 es,, = 0.15 sdo a saturacdo residual da dgua e do dleo, respectivamente. O
pardmetro de penalizagio tomado foi ¢ = 10~7 e para o limitador MinMod, utilizamos o = 2,
com Courant prescrito no valor C'r = 0.25.

5.1 Geometria Slab

Neste estudo, sdo tomadas condi¢des de contorno de velocidade prescrita v-n = 1.0 no bordo
esquerdo (bordo de injecdo de dgua), v - n = 0.0 nos bordos superior e inferior e a pressdao nula
p = 0.0 no bordo direito. Iniciamos com a simulacdo em um meio homogéneo com os valores
k = 1.0e ¢ = 0.2, conforme ilustrado na Figura 5 para ¢ = 0.04. Em seguida, é adicionada
uma regido menos porosa, com ¢ = 0.1, definida por um quadrado de lado 0.2 centrado em
(0.2;0.5). A Figura 7 mostra o efeito desta regido menos porosa sobre o escoamento. Como
ndo consideramos a variagdo da permeabilidade em fun¢do da reducdo da porosidade, vemos um
avanco da frente de onda, com a formacgao de um dedo. Tomando agora o valor ¢ = (0.4 para esta
regido, podemos ver na Figura 8 vemos o efeito de retardo ocasionado pela maior capacitancia
deste subdominio. Finalmente, como tltimo teste, mantemos a porosidade ¢ = 0.2 nesta regido
heterogénea e variamos a permeabilidade, tomando o valor £ = 0.001. Esta mudanga tem
efeito mais direto sobre o problema eliptico, resultando numa dréstica reducao da velocidade
de escoamento e, conseqiientemente, tornando a regido praticamente impermeavel.
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Saturacao

Figura 5: Caso homogéneo.

Saturacao

Figura 6: Regido com porosidade ¢ = 0.1.
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Saturacao

Figura 7: Regido com porosidade ¢ = 0.4.

Saturacao

Figura 8: Regido com permeabilidade £ = 0.001.
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5.2 Five-Spot

Neste exemplo, estudamos o escoamento em uma geometria de um quarto do cldssico prob-
lema dos cinco pogos. Basicamente os mesmos dados do exemplo anterior sdo mantidos, sendo
modificada apenas as condi¢des de contorno, tomadas como de fluxo nulo v - n = 0 sobre toda
a fronteira, a menos dos pogos de injecao e produgdo. Na Figura 9 € apresentada a simulagao
no instante ¢ = 0.08 para o meio homogéneo com ¢ = 0.2 e k = 1.0. Para realizar o estudo em
um caso heterogéneo, utilizamos um campo de permeabilidades log-normal com coeficiente de
variacdo cv = 1.5. Os resultados deste estudo estdo apresentados na Figura 10.

Saturacao
o [en]
= m
{ /

=}
[N}
[

=
/

L]

Figura 9: Geometria Five-Spot: caso homogéneo.
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