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Abstract. Los modos torsionales cobran una marcada importancia en la respuesta dindmica
de estructuras aeronauticas (alas y palas de helicdpteros) cuando se manifiestan fenémenos
aeroelasticos. EIl control activo de las mismas, usando fibras piezoeléctricas ha despertado
un marcado interés en la Gltima década. Ademas, la disposicion de electrodos interdigitales
permite maximizar el acoplamiento electromecanico en la direccion longitudinal de las
fibras.

Para que el andlisis mediante elementos finitos de este tipo de estructuras sea eficiente, se
requieren elementos de tipo membranal, capaces de incluir en su formulacién matematica
aspectos inherentes a los laminados piezoeléctricos que utilizan electrodos interdigitales. En
particular, los elementos deben permitir simular la presencia del campo eléctrico paralelo al
plano de los mismos.

En este trabajo se presenta la formulacién de un elemento bidimensional, isoparamétrico, en
tension plana, con la posibilidad de incorporar laminados piezoeléctricos cuya direccion de
polarizacion se encuentre contenida en el plano. A modo de ejemplo de aplicacién, se utiliza
el elemento formulado para modelar la porcion activa del recubrimiento de una estructura
cajon y se evalla el desempefio al someterla a voltajes de control.
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1 INTRODUCCION

Los usos recientes de piezoceramicos en control activo de estructuras han ilustrado la
capacidad de estos materiales para mejorar el desempefio de las mismas“*** . Como
aplicacion se puede citar el control activo de estructuras aeronduticas (alas, palas de
helicopteros y superficies de control) destinado a limitar, entre otros fendmenos, las
oscilaciones producidas por el acoplamiento aeroelastico. Asi se ha demostrado que es posible
incrementar la velocidad de flutter y reducir significativamente las amplitudes de vibracion.

La primera condicion restrictiva de disefio, en ambos casos, es la necesidad de obtener
desplazamientos y fuerzas piezoelécticas suficientes con un peso minimo de los actuadores.

La anisotropia de los materiales piezoeléctricos hace que existan direcciones en las que el
acoplamiento se manifieste con mayor intensidad que en otras. Existen determinadas
direcciones del campo eléctrico respecto de la estructura cristalina del material para las cuales
determinados esfuerzos son maximos. Este hecho impulsé a la elaboracion de dispositivos
que permitan introducir campos eléctricos en tales direcciones.

El desarrollo de fibras piezoeléctricas permitio que los actuadores puedan adoptar
facilmente la forma de la estructura base. Inicialmente los electrodos utilizados consistian en
placas metélicas, generando un campo eléctrico en direccion ortogonal a las deformaciones.

Luego, la introduccién de electrodos interdigitales® permiti6é hacer coincidir la direccion
del campo con las deformaciones, usando las fibras con su maximo acoplamiento.

Como resultado de la combinacion de fibras y electrodos interdigitales, se llegaron a
elaborar parches y laminados piezoeléctricos como el que se esquematiza en la Figura 1.

Figura 1: Esquema de una porcién de laminado piezoeléctrico con electrodos interdigitales

Actualmente existen firmas comerciales dedicadas a la fabricacion de dispositivos
piezoeléctricos denominados parches, que utilizan los compuestos y el esquema de electrodos
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descriptos. Entre las aplicaciones mas destacadas pueden nombrarse el control de
deformaciones y vibraciones en estructuras que, por su naturaleza, presentan gran
flexibilidad.

2 ESTADO DEL ARTE

Los elementos finitos capaces de describir el comportamiento estructural de sistemas
construidos con materiales piezoeléctricos, pueden considerarse como una generalizacion de
los utilizados en mecénica estructural clasica.

El primer modelo de elementos finitos que incluyd el fendmeno piezoeléctrico fue
propuesto por Allik y Hughes®. EI método ha encontrado gran aplicacién en el area, y
posteriormente, han surgido gran cantidad de trabajos que abordan el tema.

En bdsqueda de herramientas para resolver problemas en los que estan involucrados
materiales piezoeléctricos, se han formulado gran cantidad de elementos. Es notable la
cantidad de trabajos de investigacion que surgieron en los ultimos afios. Al respecto,
Benjeddou’ presenta un estudio sobre los avances y tendencias en formulaciones y
aplicaciones del método de elementos finitos destinados a la modelacion de estructuras
adaptativas que utilizan materiales piezoeléctricos.

Aparentemente, los primeros esfuerzos en el area, estuvieron orientados basicamente al
estudio y disefio de transductores piezoeléctricos, se trataban basicamente de elementos
solidos. Sin embargo, en las Ultimas dos décadas, con el creciente interés que cobraron las
estructuras activas, especialmente en las ramas aeroespaciales, surgieron formulaciones de
elementos mejor condicionados para tales aplicaciones. Asi comenzaron a aparecer en la
literatura elementos tipo cascaras y placas que soportan materiales piezoeléctricos laminados.

e Elementos de céscara:

Solo se encontraron en la literatura algunas formulaciones de elementos de cascara que
contemplan los fendmenos piezoeléctricos.

Lammering®, propuso un elemento de cascara de cuatro nodos, con desplazamientos, giros
y potencial eléctrico interpolados en forma lineal dentro del elemento. El elemento presenta 7
grados de libertad por nodo, tres desplazamientos, dos giros y dos potenciales eléctricos, uno
para la cara superior y otro para la cara inferior. EI modelo soporta un laminado de tres capas,
generando a partir de las mismas una capa equivalente.

Thirupathi et al® propuso un elemento cuadrilatero de cascara, de ocho nodos, sin grados
de libertad eléctricos en los nodos. El elemento fue formulado usando una teoria de céscara
tridimensional modificada. El efecto piezoeléctrico fue tratado como una deformacion inicial.

Varadan et al*® propusieron un elemento tipo cascara axial-simétrico de tres nodos y tres
grados de libertad por nodo, dos desplazamientos en el plano y el potencial eléctrico.

Tzou et al' formul6 un elemento de cascara modificado de 12 nodos. Los
desplazamientos y potenciales eléctricos se supusieron cuadraticos en el plano y lineales a
través del espesor.

Lee et al.'? desarrollaron un elemento de cascara de ocho nodos basado en una teoria
multilamina y termopiezoelectricidad lineal. Fue utilizado para modelar el comportamiento de
laminados piezoeléctricos bajo excitaciones térmicas.
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También se encontraron en la literatura trabajos que analizan estructuras tipo sandwich, en
las que el centro es de un material convencional y se adhieren en la superficie parches que
pueden cumplir la funcién de actuadores o sensores, (Lammering et al'®). Los autores
presentan distintas formulaciones variacionales y sus correspondientes soluciones mediante
elementos finitos, pensados para disefiar distintas estructuras tipo cascaras que poseen parches
piezoeléctricos. Se basaron en la formulacion de un elemento isoparamétrico de céscara
elastica gruesa, del tlpo de Mindlin/Reissner. La cinematica de la estructura consta de los

desplazamientos u,v y W correspondientes a la zona pasiva y a las capas piezoeléctricas.
o Elementos de placa:

Muchos de los desarrollos de elementos finitos para el andlisis de placas se realizaron
sobre las bases de las teorias clasicas, en las cuales el campo de desplazamiento en el plano se
considera lineal a través del espesor. Por otra parte Mitchell y Reddy y Saravanos et™
presentaron teorias mas precisas que simulaban el comportamiento a través de las capas del
laminado con mayor precision. Se desarrollaron elementos, tanto para casos estaticos como
dindmicos de laminados piezoeléctricos.

Saravanos et al™ supuso desplazamientos mecénicos y potencial eléctrico continuos a
través del espesor del laminado. La teoria resultante representa con mayor generalidad la
cinematica del alabeo de la seccidn transversal y captura la variacion no lineal del potencial
eléctrico a través del espesor cuando el laminado es grueso.

Suleman®® propuso un elemento de placa basado en la teorfa de Mindlin con un potencial
eléctrico por cada capa piezoeléctrica, utilizando integracion numérica reducida.

Se pueden encontrar también en la literatura, formulaciones que utilizan teorias de capas
discretas para laminados piezoeléctricos de placas. Estas formulaciones tienen la ventaja de
representar el potencial con mayor precision, gracias a las subdivisiones a traves del espesor
del elemento. En cuanto al campo eléctrico, se han propuesto diferentes maneras de
aproximarlo, dependiendo de la manera en que esta construida la estructura.

Cuando se utilizan laminados en los que se presentan varias capas (algunas piezoeléctricas)
resulta necesario contemplar la posibilidad de que las diferentes capas piezoeléctricas esten
sometidas a diferentes campos eléctricos. C. Chee et al*’ propusieron un modelo que admite
configuraciones multildminas, con desplazamientos en el plano aproximados en forma cubica,
los desplazamientos transversales interpolados en forma cuadratica y los potenciales
intralaminares aproximados de manera lineal. Cada capa del laminado puede tener una
direccién particular y puede presentar o no propiedades piezoeléctricas. La figura 2 muestra
un esquema del elemento considerado en el citado trabajo, alli se pueden observan las
diferentes capas del laminado y el potencial eléctrico interpolado en cada una.
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Figura 2: Esquema del elemento multildmina y la variacién del campo eléctrico en el espesor propuesto por C.

Chee et al*’ .

Ademas de los grados de libertad mecénicos, se incluye un valor de potencial eléctrico por
cada interfase interlaminar y las dos superficies exteriores del laminado. El subindice n se
refiere al nimero de nodo, y el s al nimero de interfase. EI campo eléctrico se aproxima en
dos etapas, con la primera se obtienen las funciones de distribucion de potencial en cada
interfase, para lo que utilizan funciones de forma isoparamétricas estandar, lineales de cuatro
nodos.

3 FORMULACION DE UN ELEMENTO PIEZOELECTRICO CON
COMPORTAMIENTO MEMBRANAL

En este trabajo se presenta la formulacion de un elemento bidimensional, isoparamétrico,
en tension plana, con la posibilidad de incorporar laminados piezoeléctricos cuya direccion de
polarizacion se encuentre contenida en el plano. Se utiliza dicho elemento para modelar la
porcion activa del recubrimiento de una estructura cajon.

Respecto del sistema referencia local, el elemento presenta tres grados de libertad por
nodo, dos desplazamientos mecanicos y el potencial eléctrico.

La figura 3 muestra el esquema de un elemento y los grados de libertad nodales respecto
del sistema de coordenadas locales del mismo.
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Figura 3: Esquema de un elemento y sus grados de libertad nodales respecto del sistema de coordenadas locales.

Para poder utilizar el elemento en estructuras tridimensionales, se realiza una expansion de
la matriz de rigidez, para afectarla luego de los correspondientes operadores que definen la
orientacion del elemento respecto del sistema de coordenadas global de la estructura.

Este elemento esta concebido con la idea de ser utilizado para modelar los parches
piezoeléctricos citados anteriormente que se adhieran a las estructuras y cuyo objetivo es
introducir fuerzas de actuacion y sensar deformaciones en el plano de los mismos utilizando
el maximo acoplamiento electromecanico.

Dentro del elemento, el potencial eléctrico y los desplazamientos se interpolan con
funciones de forma lineales.

@ =Ny + N,p, + N;o; + N0, (1)

En este caso se utilizaron para el potencial eléctrico, las mismas funciones de forma que
para los desplazamientos.
En forma matricial:

{o}=INHa.} @)
Ademas, el campo eléctrico se obtiene de la siguiente manera:
-2
X
oo ®3)
E,=—"—
oy

De las ecuaciones (1), (2) y (3) se obtiene:
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0 »
E o @
{El}: _aX [Nl Nz N3 N4 qu (4)
oy @,
En forma matricial:
{E}=[B.Ja.} (5)
Donde;
ON, ON, ON; ON,
_ OX OX OX OX
[B.J=4oN, oN, oN, oN, (6)

o oy oy

La ecuacion de equilibrio dinamico del sistema discreto adopta la siguiente forma:
M O ¢ Kmm Kme m Fm
mm qm + q — (7)
0 O 0 Kem Kee qe FE

nro de
elementos K K €
K Global _ mm me 8

em ee

donde

Donde el simbolo z representa el proceso de ensamblaje.
Las submatrices que componen la matriz de rigidez del elemento se evaltan con las
siguientes expresiones:

(R JCA IS CREEVIER ©
)= [T ey [ 13c )t (10
O {9 CRHERLEY )

(K]t [[B.T [Cou IB.13(6. )t 12

-1-1
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En las ecuaciones (9), (10), (11) y (12), £ y n son las coordenadas naturales en el plano
de calculo, y J(&,7) es el jacobiano de la transformacion del plano de calculo al plano fisico.

Los vectores consistentes de fuerzas y carga eléctrica tienen las siguientes expresiones
respectivamente:

Fo = [FY N, Jos [ {f} [N, Jav

F, =—[QIN,Jds - [q[N, ]dv

S Q

(13)

Donde {F}, {f}, Q y q son las fuerzas superficiales, de volumen, las cargas eléctricas

superficiales y de volumen respectivamente.
Las ecuaciones constitutitas que describen el comportamiento lineal de un medio
piezoeléctrico son las siguientes:
0 =Ciuéu — € Ex

j
(14)
D =ewéu + 2 Ex

Las propiedades electromecanicas del compuesto piezoeléctrico se obtuvieron utilizando
un modelo que consiste en una generalizacion de la teoria de mezclas clasica®® y ha sido
denominado modelo de Campos Uniformes por Hagood and Bent’. Utiliza sumas de
componentes en serie y paralelo para modelar las propiedades efectivas del material
compuesto por dos o mas fases. La Figura 4 muestra un esquema de ensamblaje de los
distintos constituyentes de una celda basica del compuesto piezoeléctrico con electrodos
interdigitales.

Con las propiedades electromecénicas equivalentes del material piezoeléctrico y la
hip6tesis de estado plano de tensiones se obtiene las matrices [C,. ], [C piemJ, [C,i ] coON las

constantes materiales condensadas utilizadas en (9), (10), (11) y (12).
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1 —

Figura 4: Esquema de combinaciones que permiten obtener las propiedades materiales equivalentes de un
compuesto piezoeléctrico.

4 EJEMPLOS DE APLICACION

4.1 Viga maciza

El primer modelo corresponde a una viga maciza cuyas dimensiones se muestran en la
figura 5. La viga esta empotrada en uno de sus extremos y en esa zona cercana a la raiz se
disponen actuadores piezoeléctricos adheridos en ambas caras, superior e inferior.

Se realiz6 el andlisis estatico utilizando el elemento bidimensional de tension plana
formulado y también el elemento piezoeléctrico sélido en tensién plana CPS4E™ incluido en
el programa comercial Abaqus. Los resultados se utilizaron para validar la formulacion
presentada.

Las propiedades materiales utilizadas se resumen en la tabla 1, donde los subindices 1, 2 y
3 se refieren a las direcciones locales del compuesto.
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Actuadores .
Material Aluminio

| Piezoeléctrico
% // )
10 cm ? 4 mm

Figura 5: Esquema de la viga maciza empotrada dotada de actuadores piezoeléctricos en la zona de la raiz.

ELASTICO PIEZOELECTRICO

E,, =1.2130E +11 (N/m?) e, =17.03 (N/mV)

E,, = 0.8830E +11 (N/m?) e, =-7.07 (N/mV)

E,, =1.3060E +11 (N/m?) e,, = 22.94 (N/mV)
E,, = 0.9042E +11 (N/m?) e,, =—6.9 (N/mV)

E,, = 0.8830E +11 (N/m?) e, =17.03 (N/mV)
E,, =1.3580E +11 (N/m?) DIELECTRICO

E,, =0.2299E +11 (N/m?) | ,, =1.50905E -08 (F/m)
E,, =0.2299E +11 (N/m?) | y,, =1.50905E -08 (F/m)
E, = 0.2347E +11 (N/m?) | ., =1.26694E - 08 (F/m)

Tabla 1: Resumen de las propiedades electromecanicas del material piezoeléctrico utilizado.
La malla de elementos finitos utilizada para el analisis es la siguiente:
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Figura 6: Malla de elementos finitos utilizada para el analisis de la deformacion inducida por los actuadores
piezoeléctricos.

Se aplicaron potenciales eléctricos a los nodos de los elementos correspondientes a los
actuadores piezoeléctricos de manera de introducir un campo eléctrico de 800 V/m.

La comparacion de los desplazamientos obtenidos por ambos medios se comparan en la
figura 7.

I —

05+

—&~ Solucidn con Abagus
2L |-=7 Elemento propuesto

Desplazamiento v erical (m)

3 | 1 1 1 1 1 1 1 1
a 0.01 ooz 0.03 0.04 0.05 0.06 0.o7 0.08 0.02 0.1
Distancia a lo largo de la viga (m)

Figura 7: Desplazamiento vertical de la viga por efecto de los actuadores piezoeléctricos.

4.2 Vigacajon

Este ejemplo consiste en una viga cajon de aluminio a la que se le adhieren parches
piezoeléctrico en sectores del recubrimiento. Los parches se posicionaron con un direccion de
45 grados respecto del eje longitudinal de la viga. Todas las laminas poseen 0.5 milimetros de
espesor. La Figura 4 muestra un esquema de la geometria de la estructura analizada.

2555



A. Guennam, B. Luccioni

Figura 8: Malla de elementos finitos utilizada para el analisis de la viga cajon considerada.

La estructura considerada posee zonas activas de material piezoeléctrico, que se indican en
la figura en color rojo y azul, los rojos poseen la orientacion de las fibras del compuesto
piezoeléctrico formando 45° con el eje global de la viga, mientras que en los azules el sistema
local del material se encuentra rotado —45°. Las caracteristicas electromecanicas se detallan en
la Tabla 1. El control de las deformaciones torsionales se realiza mediante la aplicacion de
potenciales eléctricos en los nodos correspondientes a los elementos con propiedades
piezoeléctricas, de manera tal que el campo eléctrico generado tenga un valor uniforme de
1000V/mm vy sea paralelo a las fibras piezoeléctricas. La figura 5 muestra los valores de
potenciales eléctricos utilizados.
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Valores de potencial eléctrico en los
nodos para lograr el campo uniforme con
una direccion de 45°.

@, =110KV
@, = 55KV
@3 = 0
@, =955KV

Direccion del campo eléctrico
coincidente con la orientacion de
las fibras piezoeléctricas.

Elemento con material piezoeléctrico

Figura 5: Potenciales eléctricos utilizados para lograr el campo eléctrico uniforme.

Como condiciones de borde mecanicas se restringieron los tres desplazamientos de los 4
nodos ubicados en uno de los extremos de la viga, quedando libre el otro extremo.

Con los potenciales eléctricos utilizados para generar el campo eléctrico de 1000 KV/mm
se obtuvo un giro de 0.25° en la seccion del extremo libre. La figura 6 muestra
cualitativamente la deformacién torsional de la viga.

0.45

04

0.35

03

0.25

02

015

0.1

0.05

Sectores de material

Piezoeléctricos

Figura 6: Deformacién torsional de la viga cajon al aplicarle un campo eléctrico de 1000V/mm a los sectores del
recubrimiento que presentan compuestos piezoeléctricos.
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5 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado la formulacion de un elemento membranal en tension
plana para compuestos piezoeléctricos con electrodos interdigitales. EI modelo constitutito
utilizado permite obtener las propiedades electromecanicas del compuesto sin necesidad de
recurrir a un analisis micromecanico.

Se demuestra que el elemento puede utilizarse para inducir deformaciones torsionales en
estructuras de tipo cajon sin necesidad de emplear mallas densas. El ajuste del modelo para
describir el comportamiento real puede conducir a la formacion de modelos lo
suficientemente completos sin llegar a ser demasiado caros computacionalmente y utilizar
Mathlab/Simulink en la resolucion dinamica de problemas de control cuando aparecen
fendmenos como el acoplamiento aeroelastico.
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