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Resumen.En este trabajo se presenta el andlisis de estabilidad ppraldema de evolucion de
una barra de hormigén modelada con un modelo gradiente ae Hafparticularidad del material
interviene en el tipo de criterio usado en el modelo. El asprovedoso de este andlisis esta en
gue el problema de evolucién se obtiene aplicando la forciraenergética. En esta formulacion,
gue no contiene derivadas con respecto al tiempo, la edoludel material esta caracterizada por
tres requisitos energéticos: un balance de energia, uigudkikad de disipacion y un criterio global
de estabilidad. Una de las ventajas de dicha formulacioruespgrmite dar un significado claro
a los conceptos de bifurcacion y estabilidad para ambaogjctsta y material. Aplicado al ensayo
a traccion de una barra sujeta a una carga mondétona, se @@nfadrespuesta homogénea donde
ambos campos de deformacion y dafio son uniformes en el esgacpresencia de ablandamiento,
se muestra que el estado homogéneo de la barra es estahf@esyecuando la longitud de la barra sea
menor que un valor critico que depende del estado actualktiies, de lo contrario es inestable. Sin
embargo, también se muestra que la bifurcacién puede @pgra@ un estado homogéneo estable.
Todos estos resultados se obtienen analiticamente y sailu®n ejemplos.
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1888 M. LUEGE
1. INTRODUCCION

Hay dos aspectos importantes a tener en cuenta en el companta constitutivo del hormi-
gon. Por un lado la introduccion de una longitud caraciegsfue permita tener en cuenta el
efecto escala en el material, este hecho ha sido verificadoagran cantidad de resultados
experimentalesBazant 1976. Por otro lado, debido al ablandamiento en este matetial, e
problema de valores al contorno resulta mal puesto y lostaes numéricos verifican una
energia disipada fuertemente dependiente del tamafio dalli En este trabajo se inclu-
ye dicha longitud caracteristica a través de la introdurcd® un parametro, que permite
describir la falla del material por localizacion, penatida las deformaciones demasiado
localizadas Frémond y Nedja(1996); Lorentz y Godard2011); Marigo (2014). La regu-
larizacién del modelo se realiza mediante la utilizaciénidenodelo gradiente de dafio y la
idea es analizar estos aspectos para el caso de una batasasuugecion, siguiendo los tra-
bajos de Pham 201Q Pham et al.2010. Se llevara a cabo tanto un analisis de bifurcacion,
para el cual la obtencién de infinitas soluciones implicaejy#oblema es mal puesto, co-
mo un analisis de estabilidad mediante el cual es positdedehar, entre todas las posibles
soluciones los caminos estables, aquel que constituicdleaién final del problema. El estu-
dio de la estabilidad de los estados homogéneos permite ewedenciar los efectos escala
sobre los resultados de estabilidad. Todo ello se realizd eantexto de aproximaciones
variacionales globales.

Teniendo como obijetivo el de analizar la estabilidad dedesthomogéneos utilizando dis-
tintas funciones de rigidez, en el presente trabajo se peppalizar el problema de evolu-
cion del modelo gradiente de dafio aplicando la formulaan@nggtica fielke et al, 2010.
Dicha aproximacion sera utilizada en particular, paraall@/cabo un analisis general sobre
el procedimiento de regularizacion mediante el estudiasledndiciones bajo las cuales los
problemas de minimizacion resultan bien puestos. La faxnidh ha sido desarrollada pa-
ra comportamientos independientes de la velocidad, sidaita propuesta delielke et al.
(2002; Mielke (2009; Mielke y Roubicek(2015 y Marigo (2014), para la cual resulta ne-
cesario definir: las variables de estado del modelo, la énéotpl, que incluye la energia
potencial y la energia disipada, y finalmente obtener ellpnoé de evolucion en base a tres
principios fundamentales: el balance de energia, la candde estabilidad y la irreversi-
bilidad de la variable de dafio. En dicha formulacién se mgugue en cada instante de
tiempo la energia alcance su minimo, permitiendo asi maeegduciones discontinuas en
el tiempo. Dentro de las ventajas de esta aproximacionoranal, pueden mencionarse que
establece de manera unificada el analisis de la existemi@dad y estabilidad de solucio-
nes cuasi-estaticas y su tratamiento numerico. El critevilmcal de dafio y las condiciones
de borde en dafio naturales se deducen de la formulaciércicasd diréctamente, las con-
diciones de Kuhn—Tucker se derivan de la condicion de dgtaBlide primer orden y del
balance de energia, mientras que los resultados de edtahylbifurcacion, principal objeto
de analisis del presente trabajo, derivan de las condisideestabilidad de segundo orden
y algunas propiedades de la derivada segunda de la enetgieciah

Este trabajo esta organizado como sigue: en la Seccion 2senpa el modelo gradiente de
dafio, en la Seccién 3 se formula el problema de evoluciénrerirtés de los tres principios
fisicos de irreversibilidad, estabilidad y balance de gi@eiLa formulacién se escribe para
el caso uniaxial solamente. En la Seccion 4 se deducen ldgcaomes suficientes de estabi-
lidad y no bifurcacion que surgen de la derivada segundaelediayia potencial. En Seccion
5, se analiza la estabilidad y bifurcacion de la respuesteogénea de una barra de hormi-
gon sujeta a traccion, usando distintas funciones de dgitdentras Seccion 6 concluye el
trabajo con algunas observaciones.
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2. FORMULACION UNIDIMENSIONAL DE UN MODELO GRADIENTE DE DA-

NO

En esta primera seccion se introduce el modelo gradientaille eh el marco de los pro-
cesos independientes de la velocidad siguiendo la prapdesErémond y Nedjar1996
Fremond 2002, para luego desarrollar la formulacién variacional delgbema resultante
de valores iniciales al contorno basandose en la formuiggidpuesta porMielke et al,
2002 Mielke, 2005 Mielke et al, 201Q Mielke y Roubicek2015. Todos estos desarrollos
se realizan en el marco uniaxial.

Sea(0, L) la configuracion de referencia de una barra homogénea, @stgpde material
elastico dafable, cuyo comportamiento se define como sigue:

1. La variable de dafio es un escalar que crecé® del, 7 = 0 denota el estado del
material no dafiado, § = 1 el estado completamente dafiado.

2. Elestado del elemento unidimensional esta caraterizada perna(v’(x), 8(z), 5'(x)),
dondew'(x) = Ou/Ox es una deformacion pequefia,es la variable de dafo y
p'(z) = dp/dz el gradiente de dafio.

3. El comportamiento del material en cada puntesta caracterizado por:

(7)

(i)

La funcion de estadg (v/'(x), 5(z), 8'(x))

vl 5, 8) = SE(Bu? + 56 21)

la cual es independiente del camino seguido para alcanzat, 5') y no-local
debido a la dependencia con el gradiente de dafo. Tal depgadeéene como
objetivo el de limitar la concentracion del dafio y es coatlala través del para-
metroc > 0. En la modelacién de la influencia del dafio sobre el compaetainm
macroscopico del material, la rigidez del material se asteseripta a través de
una funcionk(3) decreciente con la variable La expresion clasica para(s)
es la propuesta pdtachano 1958 E(3) = (1 — ) Ey. En el presente andlisis
se tendrén en cuenta otras funciones. Se precisa que laccdmdde admisi-
bilidad de la variabled no se incluye en2.1) a través la funcién indicador del
intervalo|0, 1], sino que se tiene en cuenta de manera explicita precisétiuo d
intervalo de admisibilidad cada vez.

El potencial de disipacion(3)

¢(B) = kB + Ir+(B), (2.2)

dependiente sélo de la variabiey tal de ser creciente, positivay homogénea de
gradol en la variable3. En 2.2) k > 0 es un pardmetro escalar que determina
la cantidad de energia disipada cuapdaumenta d® a 1 y constituye un um-
bral a partir del cual el dafio evoluciona, como se vera mésusige La funcion
indicador/z+ (Ir+ = 0si 8 > 0, Ir+ = +00 si 3 < 0) modela la condicién de
irreversibilidad de dafio, es decir que el material no puedetse’.

4. Las variables duales asociadas con las variables de estadespectivamente la ten-
siono y las fuerzas termodinamic&sy H. Como parte de las asunciones del modelo,
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se supone que

c=0'+o", V=Viqv" y H=H'+H", (2.3)
donde las fuerzas interiores nodisipativieefnond 2002 estan dadas por

%%

o= 9t 5. ) = (o)
= §g< 5,8 = 3 B (B 24)
i 00

mientras que para las fuerzas disipativas se asume
o' =0, Viedp(p)=k+0lp+(8) y H'=0, (2.5)
donded¢ denota el subdiferencial de la funcién convexdefinido por

06(B) ={V?' e R:Vz€ R:¢(B) + (2 — BV < ¢(2)} (2.6)

Las relaciones constitutivas satisfacen la desiguald@laiesius—Duhem, que toma la forma
Vip > 0.

Considerando el caso de evolucién cuasi estética y sigoieindétodo de potencias virtua-
les, se asume como émémond y Nedjaf1996 que el dafio se produce por movimientos
microscopicos de rotura de las uniones entre particuléss Bsovimientos estan descriptos
mediante las variables = dg/dty 3’ = d(dp3/dt)/dz. Por lo tanto, en la potencia de
fuerzas internas se tiene en cuenta también la potencidaerasvimientos y la potencia
virtual de fuerzas internas esta representada por la forreal |

L . .
Pilu, B) = /0 (0¢ + VB + HB)dz | 2.7)

mientras la potencia virtual de fuerzas externas esta septada por la siguiente forma
lineal

Pe(u) = [tu]é + /OL fudzx (2.8)

dondef denota las fuerzas volumétricas kas fuerzas de borde en=0y = = L.
Denominanda/, al espacio de desplazamientos admisilii€sal espacio de desplazamien-
tos admisibles lineal asociadol&a y D el espacio lineal del campo de dafio admisible,

definidos como
U ={veH(0,L): v(0)=0,v(L)=uw}

U =Hi ={ve H(0,L): v(0) =v(L) =0} (2.9)
D={BeH(0,L): 0<B<1},

el método de potencias virtuales establece que, para todoocde desplazamientasc 24°
y de dafio5 € D admisibles, debe verificarse

Pe(u) = Pi(u, B) . (2.10)
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En el caso estudiado en este trabajo, no se consideran vatgagtricas ni de contorno,
sino solo condiciones de borde de Dirichlet que varian eresipgo. Aplicando ahora el
teorema de Gauss-Green y el lema fundamental de calculorideivaes, se obtienen dos
ecuaciones de campo dadas por las siguientes ecuacionasidedode momento lineal con
los correspondientes condiciones naturales

dive =0 en(0, L),

on =0 parar =0y x = L,

. (2.11)
divH —V =0 en(0,L),

Hn =20 parazr =0y x = L.

De la definicion 2.6) ded¢(0), se obtien® = ¢(0) < ¢(z) + V4z, y usando la homogenei-
dad deg, se deriva en forma seguida el concepto de solucion eneag€&ton tal objetivo, y
gracias a la convexidad dese deriva la siguiente desigualdad (Mielke et al.(2010 para
mas detalles):

L L o L 3 _
/ B, 8,7 < / o, B, 3) + / o(B—B)de VBeD, (2.12)
0 0 0

conD, = {f € H'(0,L): 3> 0}. Sig satisface2.12 se dice queJ es parcialmente es-
table en el instante Para que se verifique la estabilidad completa, es necepgiambién
las ecuaciones de balance de momento lin2dllf se cumplan. Introduciendo la energia
potencial definida como

L
w, - / O B, B) e (2.13)
0

donde no aparece la potencia de las fuerzas externas ddaslasanciones iniciales, multi-
plicando @.11); y (2.11),, respectivamente paty d(u — w)/dt, integrando en el intervalo
de tiempo[0, 7], y aplicando integracion por partes en el tiempo, se obti@rsguiente
expresion de balance de energia

T L
Ur(ur, fr) + Diss(B: 0, T) < Wo(uo, fo) + / / o dudt (2.14)
0 0

dondew es la extension de(L) = w en toda la barra, y Diss se denomina distancia de
disipacion, dada por

topLo kOLt:E—BSx dx B3>0
Diss(f; s,t):/ /0 gb(ﬂ(s))dsdx:{ +f (Bilz) (=) ieo (2.15)

La igualdad en el balance de energ2alf) se obtiene cuando la condicion de estabilidad
completa se verifica. Ahora se esté en condiciones de intidduformulacion energética.

3. FORMULACION ENERGETICA UNIDIMENSIONAL

Se considera una barra fija en el extreme 0, y sujeta a un desplazamiento impuesto en el
extremor = L de magnitudv; = te; L, siendot el tiempo transcurrido desde el inicio de la
aplicacion del desplazamientay = f,/Ey, cOnN f;o la resistencia uniaxial a traccionfy
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el modulo de Young. Las condiciones de borde que los desplantos admisibles deben
satisfacer en el instanteson

ut(0) =0, u (L) = wy, t>0. (3.1)

Suponiendo la barra no esta dafiada en 0, 5, = 0. El problema de evolucién del des-
plazamiento y del dafio en la barra se obtiene via la formitacariacional propuesta en
Mielke et al.(2002; Mielke (2005; Mielke y Roubicek(2015; Marigo (2014 y utilizada
también erLorentz y Godard2011).

El problema de evolucién consiste en encontrar el campogi#aiemmientos y dafia,, 5;) €
U, x D que satisfagan en todo instante de tiemydas siguientes condiciones:

(IR) Condicién de irreversibilidads, > 0. El dafio es una funcién no decreciente deon

Bo=0

(ST) Condicion de estabilidad: el estadg, 5;) tiene que ser estable direccionalmente, es
decir verificar

L
(e, 1) < Ui, B) + /0 o —B)de  V@p) el xDy  (3.2)

(EB) Balance de energia: la energia potengidl:,, 5,;) debe verificar el siguiente balance
energético

W, (s, B,) + Diss(3; 0, £) = o (g, By) + / oy(Lids (33)
0

dondeu, es el campo de desplazamientos solucion del problemacelstic = 0
obtenido comay, = argmin, ¥ (u, 5y) mientrass, = E(S;)u’, es el campo de tension
ent = s. Para mas detalles de la formulacion viehém et al(2010; Mielke et al.
(2002; Mielke (2005; Mielke y Roubicek(2015; Bourdin et al.(2008; Luege et al.
(2017.

3.1. Aproximacién incremental en el tiempo

La formulacion energética (ST) y (EB) viene ahora aproxismedmo un problema incre-
mental. Dado el intervalo de tiempQ, ¢,,,1], dondey,, son los valores de la variabjeent,,

Y ¢.+1 €l valor ent,, 1, debido a la convexidad de los potenciales, se demuésteg¢ et al.
2017 que la evolucién en el tiempo del sistema esta gobernadia poinimizacion global
de la energia total del sistema dada por

Eilug, Br) = We(ug, Br) +/ (Bi(x) — Bu(x))dx
0 (3.4)

- /OL (%EW@“)) W(2)” + ¢ B'(x)* + k(B(x) — ﬁn(x») dx

donde la referencia explicita al estado inicial en el tiempse omite por simplicidad. De-
bido a la homogeneidad dela longitud del intervalo de tiempo desaparece.

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXV, pags. 1887-1904 (2017) 1893
3.2. Condicion de estabilidad de primer orden

La condicion de estabilidad de primer orden es una conding@esaria para la estabilidad
(ST) de(uy, ;) solucion del problema extrem8.4). Dicha condicién esta dada por la no ne-
gatividad de la primera variacion de la energia tétglara todas las variaciones admisibles
de las variables de estado, como sigue

E(ug, By)(v,0) >0 V(v,a) €Uy x D (3.5)

dondef/(uy, B;)(v, o) es la derivada de Gateaux&&3.4) evaluada eifw ;) en la direccion
(v, o) dada porl(uege et al.2017)
L L 1 c
El(u, B)(v,a) = / E(B)u'v'dx +/ {(ﬁE’(ﬁ)u'z + k:) o+ §ﬁ'o/] dx (3.6)
0 0

Verificar la condicion 8.5) es equivalente a verificar el equilibrio y el criterio nodbde
dafio como se demuestra a continuacion. Particularizéh8pparac = 5; y v = 4y + w,
conw € U, se obtiene la ecuacion variacional

L
| BG )@ =0, 3.7)
0
gue expresa el equilibrio de la barra en forma variacional@) se deriva que
o, (x)=0 Vre(0,L) (3.8)

por lo tanto, la tension a lo largo de la barra es constantsp&andou;(z) de oy(z) =
E(p) uj(x), integrando y aplicando las condiciones de borde ®ri, se obtiene
Wy
L de
ATﬁEGﬁ

Teniendo en cuenta I8 (7), ecuacion 3.5) se reduce entonces a la desigualdad variacional

Oy =

(3.9)

L
[ (3E e+ s+ g} as =0 (3.10)
0

valida para todox € D. Condicioén 8.10 gobierna la evolucién del dafio y se verifica
como igualdad cuandae = f;. Integrando por partes |18.0.0 se obtienen por lo tanto las
siguientes relaciones

B >0
YE (Bu 4+ ¢/ (B) — e =0 (3.11)
1(0) <0, Bi(L)>0
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3.3. Balance de energia

Suponiendo una evolucién suave en el tiempo, de moda.gye’; pertenezcan a'0,L)
y derivando (EB) con respecta ase obtiene

0 = 5/(%&, ﬁt)(uta ﬁt) — oWy
. Iy . . 1 / 2 o C i
— /0 E(p)ujinde — opiy +/0 {(iE (B)u,” + k) B + Qﬁtﬁt] dx (3.12)

L 1 . .
= [ (3 + o0 - et ) b+ [ 2e(aipyar,
0 Q

Luego, conjuntamente 8.1, de @3.12 se obtienen las condiciones de consistencia del
modelo gradiente de dafio

By (%E’(Bt)u? + ¢'(B) — cﬁé’) =0 (3.13)

con3(0)5,(0) = 0, B(L)BI(L) = 0y las condiciones de borg#(0) = 0y 3;(L) = 0.
Mientras las ecuaciones de balance energético en formge feerutilizan para el caso de
evoluciones suaves en espacio y tiempo, el principio denbalanergético (EB) da el mar-
co para describir evoluciones discontinuas en el tiempmocpor ejemplo en el caso de
materiales con ablandamiento que exhiben fendmenos debsicip Este es debido a que
la energia total del cuerpo sigue siendo una funcién coatéruel tiempo, adn cuando la
evolucién del dafio no lo sea.

4. CONDICION SUFICIENTE DE ESTABILIDAD Y DE NO-BIFURCACION

Para el analisis de la estabilidad global (ST) de la solud&rproblema incrementaB(4),
ademas de verificar la condicion de estabilidad de primeerof@.5), se requiere que la
expansion asintotica de segundo orden de la energiadotlaluada en(u,, 5;) sea no
negativa para cada direccién admisiplea) € U° x D, .

Considerando para un dado tiempta expansion de la energia toglde un estado pertur-
bado(u, + hv, 5; + ha)) con respecto & hasta el término de segundo orden para una dada
direccién admisiblév, o) € U° x D,

Ei(ug + hv, By + ha) = E(uy, By) + hE/(ug, By) (v, o) + %28{'(ut, B)(v, o) +o(h?), (4.1)
la condicion de stabilidad total (ST) se expresa como
hE] (ug, By) (v, ) + %hzé/’g’(ut, Bi)(v,a) +o(h?) >0 (4.2)
donde&/ (u, ;) es la derivada segunda 8een (u, ;).

Teniendo en cuenta d&.f) y de @.2), se obtiene que la solucidn,, ;) es estable en la
direccion(v, «), si para valores pequerios beesulta que

2
hgé(ut, Bt)('U, Oé) + %gél(ut, @)(U, Oé) Z 0. (43)

Usando las ecuacién de equilibrio en forma variacional, sestna queEenallal y Marigg
2007 Luege et al.2017) la derivada direccional primera d&(u,, 3;) es una forma lineal
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definida enf/' (0, L), dada por

E (ug, Br) (v, ) = /0 {E(ﬁt)u’v’ + (gb’(ﬁt) + %E'(ﬁt)u'Q) o+ 206'0/} dx (4.4)

mientras la derivada direccional segunda es una formaehilidefinida er7! (0, L)? dada
por

El (ug, Br) (v, @) fo cadx + fo By) (v — a8 (By)oy)? da
(4.5)
fo ( S"(By)of — <Z>”(ﬁt)) a’dx
donded’ () = do/dpy, S(B:) = 1/E(By), S'(Be) = dS/dB,y S"(8) = d*S/d;.
Si se introduce el siguiente cociente de Rayleigh
L
2¢ fOL o%dx +/ E(B:) (v'2 — aS’(Bt)at)z dz
Ri(v,a) = 0 (4.6)

L
/ (55//(@5)0152 - ¢//(ﬁt)) o’dx
0

verificar la positividad de4.5), y por lo tanto la estabilidad del sistema, es también eguiv
lente a verificar que en cada instante de tiemge verifica la siguiente relacion

min Ry >1. 4.7)
U (D+\{0})

4.1. Andlisis de estabilidad del estado homogéneo

Para analizar |la estabilidad de la solucion homogéneadlelgma de evoluciéon, donde tanto
el dafio como la deformacion son constantes en el espacioyceawtan de manera suave
en el tiempo, se observa que siend(r) = ¢ tx, las variables de estado que caracterizan el
estado homogéneo estan dadas por

ui(r) = eit,  Bi(x) =B/ (@) =0y o =E(B)at, (4.8)

parat > 0y x € (0, L). Asumiendo que la barra esta inicialmente no dafada en cada,p
es decirfy(z) = 0 parax € (0, L), se puede determinar el instante de tiempen que se
verifica, por primera vez, el criterio de dafio dado por

FS @t k20, B (35 +E) 0. (4.9)

Se obtiene de esta manera que

[ =2¢/(0) [ =2¢/(0)
““Nar Y T\ TS0 (4.10)

= k > 0. La fase elastica se verifica, por lo tanto, para todo tiemeo el
] or otro lado, en la fase de dafio, es decir pard., resulta

—2k /
B \/ a ' (By) Y Flh)et = @
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1896 M. LUEGE
y la derivada primera de la energia to#ll) se escribe

gt/(utaﬁt>(v, Oz) = (¢’ + %EIE%tQ) fOL ode
= —%E()E?(ti — 1) fOL adr Sit < t, (4.12)
0 Sit>t,.

La discusion sobre la estabilidad se llevard a cabo cormsiderlos estados elastico y de
dafo separadamente, como sigue:

1. Estado elastica: < t.. La solucion homogénea és iz, 0). La derivada primera de
la energia4.12) es positiva en todas las direccioriesa) cona # 0, mientras que el
término de segundo orden en las direcciones admisibl€s, conv # 0 resulta

L
&/ (e12t,0)(v,0) = E(O)/ v?dx (4.13)
0
el cual es positivo. Por lo tanto la condicion (ST) se verifloaege et al.2017) y la
respuesta homogénea no dafi&daz, 0) es solucion estable del problema de evolu-
cion.

2. Estadodafado:> ¢.. La derivada primera de la energfa)2 evaluada en la solucion
homogénede, xt, 5;) es cero. La estabilidad de esta solucion dependera portio tan
so6lo del signo de la derivada segunda, es decir, para queriiguesla (ST), debe
resultar queg;’ (uy, 5¢) (v, o) > 0 para todas las direcciones admisibles no-nulas.

Mirando directamente a la4(5), se observa que cuanddy < 0, llamado compor-
tamiento en endurecimiento, resufi(u,, 5;)(v,«) > 0 para todas las direcciones
admisibles, entonces la solucion homogéfeat, 5;) es estable. El estudio de stabi-
lidad es por lo tanto relevante para modelos constitutiessldS;’ > 0, que definen
comportamientos en ablandamiento. Para la funéign) = 1/E(5;) definida en
(5.2) que se considera en los ejemplos numericos de este ayalizando directa-
mente a la4.5 se observa qué;’(u., 5;)(v, ) > 0 para las direcciones admisibles
del tipo (v,0) conv # 0. Para analizar el signo dd.p) para las otras direcciones
(v,a) cona # 0, se examina la condicion de Rayleigh®) que toma la siguiente
expresionPham 201Q Luege et al.2017)

2
c fOL o*dx + ES"0} <f0L ozdx)
Ri(a) = 7 >1, aeD,\{0} (4.14)
(35707 = ¢") [y a*dx

dondeR; depende solo de. El minimo deR; definido en 4.14) puede obtenerse
analiticamente,Rham 201Q Luege et al. 2017). Dicha deduccion va mas alla del
objetivo de este articulo, sin embargo de dicho analisiedaak que

2 2
# sin’c > E,5202 1
(35"0% = ¢") 4.15
min R} = '
ac(Dy\{0]) t 01/3(7TE,55£203)2/3 ( )

sit?c < ESPo?L?
(507 o) s o7 < Bl
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Analizando la expresiod(15 se deduce que para> t., la solucion homogénea
(e1tx, B;) es estable siy sélo si la longitud de la barra es suficiéntenpeguenia, i.e.

L < Lg(t) — (ext, ;) satisface (ST),

(4.16)
L > Ly(t) — (ext, B;) no satisface (ST),
con
2E2 14 4
Ls(t):\/ = ;St o (4.17)
(55"015 _ (Z)//)

Dado quer; = E(Sy)eity ¢"(B:) = 0, el limite establd.4(¢) de longitud de la barra
a partir del cual, los resultados dejan de ser establestaesu

|8c w2 S

La longitud limite de estabilidad(¢) depende por lo tanto de la funcién de rigidez
E(p) elegida, de la constante de regularizacipdel limite elastico de deformacion y

disminuye con el tiempéo. La respuesta de la barra puede seguir la rama homogénea

siempre y cuando el estado homogéneo asociado sea esttblseBerifica cuando
la longitud de la barra es suficientemente pequefia, menat gque

4.2. Criterio de no-bifurcacion

El hecho que la respuesta homogénea sea estable no gagaietizeevolucion seguira dicho
camino hasta la pérdida de estabilidad. Puede ocurrir gaewslucion pase a otro estado
homogéneo estable, es decir bifurque en otra rama establ@geciada a un estado noho-
mogéneo. El interés en este trabajo es encontrar posibhssgpde bifurcacion en la rama
homogénea. Suponiendo primeramente que la evolucion Bei@stemente regular, tal que
la derivada exista e y tome el valor(i, 3) = (e;, 3;), cuando la evolucion sigue la rama
homogénea, el objetivo es estudiar si otra evolucién deltecidad es posible. Para reali-
zar dicho andlisis, se examina la condicion que se obtiereadeo con respecto al tiempo
la forma variacional del problema de evolucion, dada pirafm 201Q Pham et al.2011%;
Luege et al.2017)

& (g, B) (X, Y — X)) + & (uy, B)(Y —X;) 20, VY €Uy x D (4.19)

dondeX, = (i, )y Y = (v, ).

A continuacion se estudia la solucion homogénea duranteoeepo de ablandamiento, es
decir para > ..

Dada la solucién homogénéatz, 53;), de la condicién (IR) se obtiene que> 0. Luego
para el caso de desplazamientos impuestos reétf(lt@, B) = 0, por lo tanto el estudio de
unicidad del problema de velocidad se reduce nuevamengtualie de la forma cuadratica
(4.5, aunque el espacio funcional sea distinto. La condicicestigbilidad (ST) implica, por
otro lado, la condicion de estabilidad de primer orden y quevblucion d€, B) satisfaga
la desigualdad en la derivada segunda de la energia

E (g, B) (v, ) >0 Y(v,0) €U’ x D (4.20)
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La solucién(ut,fit) de este problema es por lo tanto Unica si la derivada seguada d
energia es una forma bilinear simétrica definida positibaest} (0, L) x H'(0, L) (Nguyen
2000. Para materiales con ablandamiento, se introduce el misgiente de Rayleigh que
para el estudio de estabilidad. La diferencia entre los dtsrios es el espacio sobre el
cual se realiza la minimizacioén del cociente de Rayleigia R&criterio de no-bifurcaciéon
el minimo se busca en el espacio funciofal \ {0} mientras que para el estudio de la
estabilidad e/® x D_, obteniendo los siguientes resultadosdge et al.2017)

Etsézgtz sin2c > E,5P202L>
min ) = .
aeDL\{0}) ¢ cr?

sin?c < E,SPPo?L?.
(%S//atQ o ¢//) .2 T 9t Ot

Examinando4.21) se deduce que un punto de bifurcacion de larama homogépatoeses
posible para > ¢, cuando la longitud de la barra es mayor que un cierto lifjte), i.e.

L < Ly(t) — (e1xt, B;) no es punto de bifurcacion,

(4.22)
L > Ly(t) — (ext, B;) posible punto de bifurcacion,
con
cm?
Ly(t) = | ——— . (4.23)
b( ) (%S"O’? - (Z)//)

5. EJEMPLO NUMERICO

En esta seccion se analiza la estabilidad y bifurcacion debanra sujeta a traccion. Pa-
ra ello es necesario definir la funcion de rigidegzs), representativa del comportamiento
macroscopico del material. Con el objeto de estudiar laueestp de distintas funciones de
rigidez, se eligen dos funcioné¥ (3) y E/(3), como sigue

(1-5)*

E'(B) =
(1-p)%+ 62?%% (14 Bpexp B%q)

Ey  E"(B)=(1-p)E (51)

Ambas funciones verifican las hipétesis constitutiZds) = F, > 0 denominado modulo
de Young,E(1) =0, E'(1) = 0,yV5 € [0,1) resulta&(5) > 0, E'(5) < 0y E"(8) > 0.En

la expresion deé=!! se tienen parametros macroscopicos adicionales quéssda:energia
de fractura,f;, la resistencia a traccion uniaxially la longitud caracteristica, y ello con el
objetivo de que la respuesta obtenida sea coincidente cespaesta del modelo cohesivo
cuando lalongitud de banda se acerque a cero, mantenienderttis parametros constantes
siguiendo los sugerimentos Herentz et al(2011, 2012).

Considerando el material hormigon célp = 30000MPa, coeficiente de Poisson= 0,2,

fio = 3MPa, D = 0,06m, se pueden calcular los paramettogc de las ecuacione2(l) y
(2.2 como sigue

_3Gs

k_4D

1
c= §/€D2 (5.2)
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Por lo tanto resulta’(0) = &, ¢"(8) =0y

3 B2G 3G
E/IOZ__Of S/[OZ_ f

W==%p “U=3%0 53
BUI(0) = 2B, §"(0) = =
0

cuyas expresiones se obtienen derivarild) (respecto a3. Reemplazando e (10 se
obtiene queé, =1y 0. = fy.

En la Figurab se grafica la tension en funcion del tiempo, para ambas fonaside rigidez

y parametro® y q.

Se verifica que parac [0, 1) la respuesta de la barra es elastica, y el campo de dafio perma-
nece en su valor inicidl, ya que la desigualdad.Q), es estricta. Em = 1, la desigualdad
resulta una igualdad en cada punto material, el dafio ewsla@n toda la barra, y comienza

la fase de ablandamiento del material. Se nota que incrameéotel valor de vy ¢, la res-
puesta de la barra utilizando la funciéon de rigidezse acerca a la respuesta de la funcion
de B!,

—
—1l: p=0g=0

251 I:p=2g=0 | -
—Il: p=5¢=0

AN — — 1 p=5g=10

Figura 1: Tension vrs. tiempo, usando las funciones deemft! y £/ para distintos valores gey q.

Analiticamente se ha mostrado que durante la fase eléatieapuesta homogénea es estable
y Unica. Cuando comienza la fase de dafio, en la seccion@rgerdedujo que si para cada
estado de deformacion homogénea se verifican simultanéamleaquilibrio mecénico y el
criterio de dafo, dicho camino verifica las condiciones sacas de estabilidad de primer
orden. Sin embargo para saber si es realmente un minimo ea dstudiar las condiciones
de segundo orden. Para ello, en las Fig@&#s3 se grafica el cociente de Rayleigh15
para longitud de la barra = 0,01m y L = 0,1m respectivamente.

La eleccion de la funcion de rigidez es importante para labdglad del modelo, notando
que parak’, a partir det = 8 el valor deR; toma valores menores de mientras que
para los valores de parametros adoptado&’€nel valor deR; se mantiene mayor que

en el intervalo de tiemp@, 10] y por lo tanto resulta estable en un intervalo de tiempo més
amplio. Para una longitud de barra mayor, es décit 0,1m, la solucion homogénea solo
resulta estable durante un tiempo relativamente corto srest&ble en ningln instante de
tiempo, y ello una vez que la respuesta inicia la fase de dafarento.
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Se verifica entonces que las longitudes cortas son masesstpl# las largas, como se dedu-
ce también de la expresiof.(5. Analogamente se puede estudiar la unicidad de la solucion
segun la longitud de la barra a través del criterio de nortsftion dado por ecuaciod.el).

La Figura4 muestra los limites de estabilidad para ambos criterios@diidadL y bifur-
cacionL,, respectivamente, utilizando las distintas funcionesgidez. En dichas curvas se
observa que el limite de unicidad se alcanza para longim@esres que el I'imite de esta-
bilidad, ya que la solucion homogénea encuentra un purttoacde bifurcacion mientras la
solucion es estable.

6. CONCLUSIONES

Usando el marco de la formulacién energética para modeliepandientes de la velocidad,
se ha analizado la eficacia de la regularizacion del modeldigmte dafio elegido, a través
de analisis de estabilidad y bifurcacion de la respuesenadd. Para ello se ha estudiado la
solucion homogénea, donde el campo deformaciones y de dafangormes en el espa-
cio, del problema de evolucién de una barra sujeta a unadracoeciente monotona en el
extremo libre. Se han examinado las curvas tension defodmgcanalizado la estabilidad
de la solucién homogénea asociado a cada valor de desptazamrescripto. Ello permite
vislumbrar efectos escala e introducir una funcién fundaaielada por la longitud critica
caracteristica de la barra a partir de la cual el estado hénemgno es mas estable. Se ha
estudiado también la posibilidad de bifurcacion a partiuda rama homog’enea, mostran-
do que la bifurcacién de una rama estable es posible parangéud de barra menor de la
longitud critica asociada a la pérdida de estabilidad datleshomogéneo. Se ha observado
gue la respuesta homogénea es la Unica posible si la lordgtiadbarra es suficiéntemente
pequena.
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