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Resumen. Se mostrard que encontrar soluciones de la ecuacién de Helmholtz y la ecuacién de Poisson
no lineal bajo condiciones de Dirichlet es equivalente a resolver una ecuacion integral, la cual puede ser
tratada como un problema de momentos bidimensional generalizado sobre un dominio que en principio
se considera rectangular. Veremos que se puede encontrar una solucién aproximada de la ecuacién en
derivadas parciales utilizando las técnicas de problema inverso generalizado de momentos y encontrar
cotas para el error de la solucién estimada. El método consiste de dos pasos. En cada uno se resuelve
numéricamente una ecuacion integral utilizando las técnicas de problema inverso de momentos bidimen-
sional. [lustramos los diferentes casos con ejemplos.

Keywords: Equation in Poisson partial derivatives, integral equations, generalized moment problem .

Abstract. It will be shown that finding solutions from the Helmholtz equation and the non-linear Poisson
equation under Dirichlet conditions is equivalent to solving an integral equation, which can be treated as
a generalized two-dimensional moment problem over a domain that is considered rectangular in princi-
ple. We will see that an approximate solution of the equation in partial derivatives can be found using
the techniques of generalized inverse moments problem and bounds for the error of the estimated solu-
tion. The method consists of two steps.In each one an integral equation is solved numerically using the
two-dimensional inverse moments problem techniques. We illustrate the different cases with examples.
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1. INTRODUCCION

El problema de momentos generalizados (J.A. Shohat and J.D. Tamarkin, 1943; D.D. Ang,
R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,2002) consiste en encontrar una funcién f(z) sobre un
dominio 2 C R? que satisface la sucesién de ecuaciones

M:/Qgi(:p)f(:p)dx ieN (1)

donde N es el conjunto de los niimeros naturales,(g;(z)) es una sucesion dada de funciones en
L?(92) linealmente independientes conocidas y la sucesion de nimeros reales {/; };.v son datos
conocidos. El problema de momentos de Hausdorft (J.A. Shohat and J.D. Tamarkin, 1943; G.
Talenti, 1987) es un ejemplo cldsico de un problema de momentos, consiste en encontrar una
funcién f(x) en (a,b) tal que

,ul-—/:z:if(x)dx ieN (2)
Q

En este caso g;(x) = z* con ¢ perteneciente al conjunto .

Si el intervalo de integracién es (0,00) se tiene el problema de momentos de Stieltjes; si el
intervalo de integracién es (—oo, 00) se tiene el problema de momentos de Hamburger (J.A.
Shohat and J.D. Tamarkin, 1943; G. Talenti, 1987).

El problema de momentos es un problema mal condicionado en el sentido que puede no existir
solucion y de existir no hay dependencia continua sobre los datos dados (J.A. Shohat and J.D.
Tamarkin, 1943; D.D. Ang, R. Gorenflo, V.K. Le , D.D. Trong ,2002). Hay varios métodos para
construir soluciones regularizadas. Uno de ellos es el método de la expansion truncada (D.D.
Ang, R. Gorenflo, V.K. Le, D.D. Trong ,2002). Dicho método consiste en aproximar (1) con el
problema finito de momentos

p= [ g@)f@de =12, )
Q

donde se considera como solucién aproximada de f(z) a p,(z) = > ., Ni¢i(z) , y las fun-
ciones {¢;(x)}i=1,., resultan de ortonormalizar (gy, go, ..., g,) siendo \; los coeficientes en
funcién de los datos y; . En el subespacio generado por (g1, ¢a, ..., gn) la solucién es estable. Si
neN es elegido en forma apropiada entonces la solucién de (3) se aproxima a la solucién del
problema original (1).

En el caso en que los datos p; sean inexactos se deben aplicar teoremas de convergencia y es-
timaciones del error para la solucion regularizada (pag. 19 a 30 de Ang, R. Gorenflo, V.K. Le
and D.D. Trong ,2002).

2. RESOLUCION DE LA ECUACION DE POISSON
Se quiere hallar w(z, t) tal que
Wegy + Wy = f(xv t) (4)

sobre un dominio F = (a1, b1) X (az,by) 6 E' = (a1,b1) X (az,o0).
Consideramos
Wey — kwy = —(k + Dwy + f(z,t) = G(x,t) (5)

Si w, # w; se puede tomar k = 1.
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Consideramos como funcion auxiliar

u(m, r, t) _ e—m(cc+1)€—r(t+1)
Si la region E es acotada las condiciones son:

w(al,t) = 1(t) w(bl,t) = k?g(t)

k
w(z,az) = hy(x) w(x,bg) = ha(x)

Si la region E no es acotada las condiciones son:

w(ay, t) = kq(t) w(by, t) = ko(t) w(z,az) = hy(x)

Definimos el campo vectorial
F* = (Fi(w), F2(w)) = (wa, —kw)

Como udiv(F*) = uG(z,t) tenemos que:

/ /E udiv(F*)dA = / /E WGz, 1)dA

Mis atin, como udiv(F*) = div(uF*) — F*.Vu, entonces

//Eudiv(F*)dA://Ediv(uF*)dA—//EF*.VudA

donde Vu = (uy, u).

Ademas
//E div(uF*)dA = //E (uwy), — (ukw,), dA =

//Eudiv(F*)dA+/[E (g, — ugkwy) dA

Entonces de (8) y (9):

// (ugwy — uskwy) dA = // F* NVudA
E E

Por otro lado, se puede probar, luego de varios cdlculos que, integrando por partes:

/[E F*VudA = A(m,r) + B(m,r) — /[E ww(m?® — kr?)dA = o(m, r)

con

A(m,r) = / 2(—m)u(m,r, by, t)w(by, t) — (—m)u(m,r,ay, t)w(ay, t)dt

a2z

B(m,r) = / 1(—7’)u(m,r,x, bo)(—k)w(x,by) — (—r)u(m,r, z, as)(—k)w(x, ay)dz

al

Copyright © 2018 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar

1121

(6)

(7)

8)

)

(10)

(11)



1122 M.B. PINTARELLI

Si m = v/kr, entonces de (10) y (11) :

//E(—\/Er)uwx — (—=r)kwudA = o(VEr, 1)

//E“(_‘/wa + kwpda = VR

r
con

m _ " ~VEku(Vkr,r, by, t)w(by, t) + Vku(VEr, r,ay, Hw(ar, t)dt +

az

by
+/ —u(\/Er, ’I",,I,bg)(—k)’u)(l’,bg)—l—U(\/ET,T,[L’,6L2)(—k‘)ﬂ)($,a,2)dl'

1

k
Anotamos @1 (r) = M entonces
r

/[E uw(—Vkw, + kw)dA = o, (r) (12)

Para resolver esta ecuacién integral tomamos una base ¥;(r) = re™™ i =0,1,2,....,n de
L*(E).
Entonces multiplicamos ambos miembros de (12) por 1;(r) = r’e™" e integramos con respecto
a r, obtenemos

ba
// Hi(:v,t)(—\/wa + kwy)dA = / o1(r)(r)ydr =pu; i=0,1,2,...n  (13)
E

az
donde H;(z,t) = ffj w(—=Vkr, 7y, t)i(r)dr.

Podemos interpretar a (13) como un problema de momentos generalizado bidimensional. Lo
resolvemos en forma numérica con el método de expansion truncada y encontramos una apro-
ximacién p,, (z, t) para —v/'kw, + kw,.

3. SOLUCION DEL PROBLEMA GENERALIZADO DE MOMENTOS

Podemos aplicar el método de expansion truncada detallado en (G. Talenti, 1987) y genera-
lizado en (D. D. Ang, R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,2002) y (M.B. Pintarelli, F. Vericat
,2008) para encontrar una aproximacion p,, (z, t) de —v/kw,, + kw, para el correspondiente pro-
blema finito con 7 = 0,1,2,...,n, donde n es el nimero de momentos ;. Consideramos la
base ¢;(x,t) ¢ =0,1,2,...,n obtenida por aplicar el proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt sobre H;(z,t) i=0,1,2,...,n.

Aproximamos la solucién —\/wa + kw; con (G. Talenti, 1987) y generalizado en (D. D. Ang,
R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,2002) y (M. B. Pintarelli , F. Vericat,2008) :

pn(.’L',t) = Z)\Zgbz(x,t) donde >‘7, = ZC”M] 1= 0, 1,2, .,
i=0

=0
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Y los coeficientes C;; verifican

C%=<g;4%mﬁﬁiﬁﬁﬁ&%>ﬂ@@ﬂﬂ1M®§m1§j<i

Los términos de la diagonal son

Cii = H@(SC,t)H_l i=0,1,...,n.

La prueba del siguiente teorema estd en(M. B. Pintarelli , F. Vericat,2011), (M. B. Pintarelli
,2015) . En (M. B. Pintarelli ,2015) la prueba estd hecha para b, finito. Si by = oo en lugar
de tomar los polinomios de Legendre se consideran los polinomios de Laguerre. En (M. B.
Pintarelli ,2016) la demostracion estd hecha para el caso unidimensional.

Este Teorema da una medida sobre la exactitud de la aproximacion.

Teorema

Sea {1;}1_, un conjunto de nimeros reales y supongamos que f(x,t) € L? ((a1,by) X (az,by))
verifica para algin € y M (dos nimeros positivos)

2

bo b1
/ (e, 6)f () dadt — | < 2

n
1=0

by pby
/ / ((br = ar)?f2 + (by — ag)* f)dxdt < M? (14)
entonces
b2 by M2
/ / |f(x,t)] dedt < min {HC’CTH e+ ——";i=0,1, ,n}
a Jay i 8(i+1)

donde C' es una matriz triangular con elementos C;; (1<i<n; 1 <j < i).
y

by by
(1) = f(z, )] dedt < ||CCT|| 2 + ———; 15
L oty = st anar < floom &+ B a3
Si by no es finito entonces (14) cambia por
by b1
/ / (zf2 4+ tf2)dwdt < M? (16)

Y debe cumplirse que

t'f(x,t) — 0 if t—> 00 VieN

Entonces tenemos una ecuacion en derivadas parciales de primer orden de la forma

—VEw,(x,t) + kwy(x,t) = po(x,t)
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Es decir es de la forma
Al(xa t)wl‘('ra t) + AQ('T7 t)wt(xv t) = pn(l', t)
where A (z,t) = —Vk and Ay(z,t) = k.

Se resuelve como en (M. B. Pintarelli ,2015), es decir, se puede probar que resolver esta ecua-
cion es equivalente a resolver la ecuacion integral

bi  pbo
/ K(m,r,x,t)w(z,t)dtde = @2(m,r) (17)
ay a2
con K (m,r, x,t) = u(m,r,z,t)(mVEk(m + 1) — mak(r + 1))
donde ahora se toma como funcidn auxiliar

u(m, T, t) — e—ml(m+1)(x+1)6—m2(7"+1)(t+1)

Los valores de m, y ms se eligen de manera conveniente para evitar discontinuidades.
y

by
patmor) = [ alm b, b) — um, ., e, az)ds -

al

b by b
—/ u(m,r,bl,t)\/Ew(bl,t)—u(m,r,al,t)\/Ew(al,t)dt—/ / oz, t)udzdt

a2

Nuevamente tomamos una base:
Yij(m,r) = mirie= (M) i=0,1,...,n1 j=0,1,2,...,n9
y multiplicamos ambos miembros de (17) por ¢;;(m, r) e integramos con respecto a my r

Tenemos entonces el problema de momentos generalizado

by rbe
/ / w(e, ) Hyy (2, 1) = i (18)
donde
br pbe
p,ij:/ / ©a(m, 7)1 (m, r)dmdr
a1 as

b pbo
H;j(x,t) :/ K(m,r,z,t);;(m,r)dmdr

Aplicamos el método de expansién truncada y hallamos una aproximacion numérica para
w(zx,t).
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4. EJEMPLOS

Ejemplo 1
Consideramos la ecuacion
120
Tz = 75 1 a4 9 O, 1 O, 1
Was + Wet Brtr2z " (0,1) (0, 1)
Condiciones:
4 4
0,t) = 1,¢) =
w(0,1) (3+1)2 w(l,?) (5+1)2
4

w(z,0) = m w(z, 1) = m

4
Lasolucibnes : —————.
(34 2z +1)?

Para el primer paso se toman n = 5 momentos y se aproxima —w,(z, t) + w(x,t) = G(z,t)

1
/ / (ps(z,t) — G(w,t))thd:E = 0,014211
o Jo

y G(z,t) superpuestas.

con exactitud

En la Figura 1 se muestran ps(x, t)

Figura 1: p5(z,t) y G(z,t).

Para el segundo paso se toma m; = 1y my = 2. Ademds se considerann; =3y n, =2,0

sea 6 momentos.
Se aproxima w(z, t) con exactitud

1 1
/ / (ps(,t) — w(x,t))*dtdr = 0,0380442
0 0

En la Figura 2 se muestran pg(x,t) y w(x,t) superpuestas.
Ejemplo 2
Consideramos la ecuacién

Wap + Wy = 201777 en (0,2) x (0,00)
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Figura 2: pg(z,t) vy w(x,t).

Condiciones:
w(0,t) =e " w(2,t) =e " w(z,0) =e 17°

La solucién es : e 17%7%,

Para el primer paso se toman n = 5 momentos y se aproxima —v/2w,(xz,t) + 2w,(z,t) =
G(z,t) con exactitud

2 00
/ / (ps(x,t) — G(z, t))thdx = 0,0121825
0 0

En este ejemplo tomamos k = 2, ya que de lo contrario G(z,t) = 0.
En la Figura 3 se muestran p5(x,t) y G(z,t) superpuestas.

Figura 3: p5(z,t) y G(x,t).

Para el segundo paso se toma m; = 1y mo = 2. Ademds se considerann; =3y ns = 2,0
sea 6 momentos.
Se aproxima w(z, t) con exactitud

2 00
/ / (ps(z,t) —w(x, Zf))thdl‘ = 0,0427058
0 0

En la Figura 4 se muestran pg(x,t) y w(x,t) superpuestas.
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Figura 4: pg(z,t) vy w(z,t).

5. CONCLUSIONES

Una ecuacion en derivadas parciales de Poisson de la forma w,, + w; = f(x,t) donde la
funcién desconocida w(x, t) es definidaen £ = (a1, by) X (ag, b2) 6 E' = (a1, b1) X (a2, 00) bajo
las condiciones de Dirichlet puede ser resuelta numéricamente por aplicar técnicas de problema
inverso de momentos en dos pasos:

1. primero consideramos la ecuacion integral

/ /E w(—Vkwy + kw,)dA = @1 (r)

podemos resolverla numéricamente como un problema inverso de momentos, y obtene-
mos una solucién aproximada para —v/kw,(x,t) + kw,(z,1).

2. como segundo paso consideramos la ecuacion integral
b1 b
/ K(m,r,x,t)w(x, t)dtde = @a(m,r)
ay a2

y nuevamente puede ser resuelta numéricamente por aplicar técnicas de problema inverso
de momentos, y obtenemos una solucién aproximada para w(z, t).

La funcién f(x,t) no es usada en los célculos, pero es implicitamente considerada en las con-
diciones de contorno.
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