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Resumen: La presencia de masas adosadas sobre elementos estructurales vibrantes es un tema de
permanente estudio por su aplicacion tecnoldgica en el disefio, por ejemplo, de estructuras resistentes
que soportan motores. La masa adosada interviene en el balance dindmico del problema a través de sus
propiedades inerciales.

Es habitual considerar las masas adosadas sobre estructuras como masas puntuales, tal como lo
hacen los tratados y manuales que brindan informacion sobre dindmica de vigas y placas y también la
cuasi totalidad de los trabajos cientificos referidos al tema.

Es evidente que dicha aproximacion es conveniente desde el punto de vista de su tratamiento fisico
— matematico.

Dicha hipotesis simplificativa es razonable, cuando se considera el comportamiento traslacional del
sistema acoplado.

Cuando se tiene en cuenta la inercia rotacional del sistema electromecanico adosado, sera necesario
en muchas situaciones prescindir de la hipotesis de “puntualidad” y considerar, ademéas de la inercia
rotacional, la “finitud” del elemento adosado.

En el presente trabajo se propone un modelo analitico, para una viga Bernoulli-Euler, con
condiciones de borde generales que sostiene una masa finita, estableciendo condiciones de continuidad
entre los tramos que separa la masa.

Los resultados obtenidos, que verifican exactamente situaciones particulares disponibles en la
literatura que derivan del modelo general planteado, fueron comparados con un modelo experimental
construido al efecto.
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1 INTRODUCCION

En este trabajo se estudia el comportamiento dinamico de vigas con masas adosadas de
dimensiones finitas. Se obtuvieron resultados a traves de la solucion analitica de la ecuacion
diferencial, los que fueron comparados con los obtenidos de un modelo experimental
construido al efecto.

Es comin en la literatura técnico-cientifica considerar la masa puntual, ya que representa
una conveniencia desde el punto de vista fisico-matematico y resulta una buena aproximacion
cuando las dimensiones de la masa adosada al elemento estructural son despreciables.

Dicha aproximacion no brinda resultados satisfactorios cuando las dimensiones de la masa
adosada juegan un importante papel en la estructura. Pasa a tener trascendental importancia la
inercia rotatoria de la masa asi como también la rigidizacion generada en el elemento
estructural en la zona donde se encuentra adosada la masa.

Por un lado la inercia rotacional de la masa disminuye las frecuencias naturales de
vibracion del sistema, teniendo mayor influencia en las frecuencias mas altas (S. Maiz et al,
2005y P. A. A. Laura et al, 1987). Sin embargo por otro lado, la masa adosada a la estructura
puede rigidizar el sistema aumentando las frecuencias.

En el enfoque analitico se supone a la masa adosada como un cuerpo rigido (H. Su and J.
R. Banerjee, 2005) y se calculan las primeras cuatro frecuencias con una masa adosada a la
viga. En el andlisis presentado se ha considerado en el estudio analitico que el
“empotramiento” relativo que la masa impone sobre la viga, se extiende a toda la superficie
de contacto entre ellas en el modelo experimental, por carecerse de antecedentes sobre esta
situacion particular.

En el ensayo experimental se materializd una viga simplemente apoyada a la que se le
ados6 una masa, la cual puede ser ubicada en distintas posiciones y se obtuvieron las cuatro
primeras frecuencias las cuales se compararon con el método analitico.

2 METODO ANALITICO

Consideremos la viga de la Figura 1 con una masa m; adosada rigidamente, cuya inercia
rotacional con respecto a un eje perpendicular al plano es J;, adosada en la posicién x;. Dicha
viga se encuentra vinculada el&sticamente tanto a rotacion como a traslacion en sus extremos
x=0yenx=1

Los simbolos k; y k, representan las constantes de rigidez traslacional mientras que k3 y
k4 representan los coeficientes de rigidez rotacional.

A es el area de la seccidn transversal de la viga, 7 su momento de inercia centroidal; £y
p son el médulo de Young y la densidad del material de la viga, respectivamente.
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Figura 1: Viga con masa adosada de dimensiones finitas

En primer lugar introducimos la siguiente variable adimensional:
n =§ por lotanto 7, = % Q)

Cuando la viga vibra libremente, la ecuacion que gobierna el movimiento una vez
independizada del tiempo es:
v
dn*

(B1)' V=0 )

donde p* = %a)z y wes la frecuencia natural circular del sistema.

La solucidn de la ecuacion diferencial (2), aplicado a cada tramo de la viga sera:

V()= A, cosh Bin + B, senh Bin + C, cos Bin + D, sen Sin 0<n<n, A
V, ()= A4, cosh Bin + B, senh Bl + C,cos Bin+ D,sen fln ~ n,<n<1

donde 7, =m, _bT n,=n +c7 b; y ¢; indican la posicion del centroide de la masay 4; , B; ,

C:y D; son constantes a ser determinadas por las condiciones de borde y de continuidad.

2.1 Condiciones de borde

Como se muestra en la Figura 1, la viga se encuentra vinculada elasticamente en sus
extremos, por lo tanto las condiciones de borde son:

dV,(n)
an’

=—K¥,(n) _, (@)

n=0
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d*v,(n) dv,(n) -
d772 . 3 dﬂ o
v, (n)
=K,V
ar’ » V2 (n) et (6)
d*v,(n)|  _ il () -
d772 n=1 d?] n=1

2.2 Ecuaciones de continuidad

Las ecuaciones de continuidad en los puntos de la viga 7, =7, —% yn,=n +% son:

b.+c \dV,(n
Vl<nz)+[ ZC] ;572)=V2(n3> (®)
dvy . \_4dv
an V)=, ) (9)
av, 4 b +c, 1-b, b, av,
I | M, +| |||V, (17,)—=+V, () ——|—-—2(n,) =0
R L A e AN e UREL TG
d’v, dv, b, d%V, c, d, 2 o0 dV,
_ i i —Mrcp=—1 =0
an’ (772) an’ (773)“‘[ an’ (772)+l an’ (773) i B dn (771> (11)
donde:
3 3

(12)

Aplicando (3) en las ecuaciones (4) a (11), se llega a un sistema de ecuaciones homogéneo
en las constantes 4; , B;, C;y Dy

g - - e Oy g

(13)

b Nq rx)w Nk pb HQ ;—»w ;—»h;

N

O O O O O O O O
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siendo la solucion no trivial la nulidad del determinante de la matriz A de los coeficientes a;:
det(A) =0 (14)

cuyas raices, autovalores del problema (3,7), permiten obtener los coeficientes de frecuencia
del sistema: Q,=(s,)" y sus frecuencias de vibracion en ciclos por segundo (Hertz):

_ [EL(B1)
Ju= pA 2rx

2.3 Casos particulares

Para las distintas condiciones de borde se adoptan distintos valores de las constantes de
rigidez de los resortes:

Extremo libre: k. =0 y k£, =0

Extremo simplemente apoyado: k, =0 y k, =0

Extremo guiado: k. =0 y k, =0

Extremo empotrado: k, = Yy k, =00

Donde £, representa la constante elastica de rotacion y &, la constante de traslacion en cada
extremo.

3 DETERMINACIONES EXPERIMENTALES

Al efecto de materializar el sistema en estudio, se construyd un sistema de apoyos simples
como el mostrado en la Figura 2, cuya luz entre apoyos es de / = 1020mm.

La viga utilizada para el ensayo estaba constituida por un tubo estructural de seccién
cuadrada de 25 mm de lado y 2 mm de espesor (Figura 3) y la masa se construy6 de acero en
dos mitades de forma de adosarla a la viga con cuatro bulones y que su centro de gravedad se
ubique sobre el eje neutro de la viga como se puede apreciar en la Figura 4. La masa se disefio
de forma rectangular de modo que al girar su eje 90° con respecto al de la viga se obtengan
distintos parametros de inercia rotacional y la magnitud del tramo de viga rigidizada también
varie.

Figura 2: Sistema de apoyos simples
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B

Figura 4: Masa adosada a la viga mediante cuatro bulones en la posicion de menor rigidez transferida a la viga
y menor inercia rotacional.
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3.1 Datos

Viga:

[ =1020 mm.
A = 184 mm?
1=16345 mm*
m, = 1.524 Kg.

c= \/E =5100000mm/ s
o,

v=0.3
B 20(1+v)
- (48+39v)
Donde ¢ es la velocidad de propagacion longitudinal de la onday « el coeficiente de corte
para la seccién de la viga (Karnovsky and Lebed, 2004), utilizado para vigas Timoshenko.

Masa:

my =1.735 Kg.
r; = 50.148 mm.
7> = 40.890 mm.

bl =C1= 47.5 mm.

b> = ¢ = 31.5 mm.

En este caso r; representa el radio de giro de la masa, cuando el eje 1-1 coincide con el eje
z 'y r, cuando el eje 2-2 de la masa coincide con el eje z como se indica en la Figura 5.

R

25

16|

47.5

Figura 5: Detalle de la masa adosada a la viga (medidas en mm).

3.2 Medicién de frecuencias

Para la medicion de frecuencias se usO un transductor éptico y un acelerémetro
unidireccional conectado a una tarjeta adquisidora de datos PCI 4451 de National

Instruments.
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Se midieron las primeras cuatro frecuencias de la viga sin masa y se compararon con la
teoria de vigas de Bernoulli-Euler y Timoshenko (Karnovsky and Lebed, 2004) para verificar
los datos, como se muestra en la Tabla 1.

Sin masa fi f f Ja
- B-E 72.57 290.29 653.16 1161.17
Analitico .
Timoshenko 72.51 289.22 647.75 1144.31
Experimental 71.15 286.20 640.70

Tabla 1: frecuencias de vibracion en Hertz de la viga sin masa.

Como se puede apreciar en la Tabla 1, la diferencia para las dos teorias de vigas utilizadas
es muy baja, por esto, se decidié emplear la teoria de vigas Bernoulli-Euler. Para no perturbar
la viga con el acelerometro se utiliz6 un transductor optico, lo que dificultd la tarea para
encontrar frecuencias superiores a la tercera, ya que este mide desplazamientos.

En el caso de la viga con la masa adosada, se tuvo en cuenta la masa del acelerometro en el
valor de la misma y se obtuvieron las cuatro primeras frecuencias (Figura 6).

Power Spectrurm | FFT [Mag-Phase]

Magnitude
0,025 -
0,020 -
I:IEIIS
cen ans
I:Il:lll:l—
0,005 - J
g . Y
DUDU—,,,,,,
200,0 00,0 B00,0 00,0 1000,0
Frequency [Hz]

Figura 6: Espectro de frecuencias de vibracién en Hertz de la viga con masa adosa en x = 1/3, » = 40.90mm.
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4 RESULTADOS

En la Tabla 2 se muestran las primeras cuatro frecuencias para distintas posiciones de la
masa sobre la viga y para distintas orientaciones de la misma. En el calculo analitico se
consider6 primeramente la masa puntual, tomando los valores 5 = ¢ = 0, y luego se considerd
la dimensién de la masa para las dos posiciones previstas.

~ 7 =50.15mm \ 7 = 40.90mm
mi/m,=1.14
b=c=0 b=c=475mm Exp. b=c=0 b=c=31.5mm Exp.
39.93 45.58 42.50 39.93 43.52 41.00
=P 260.03 264.69 248.30 269.80 271.40 249.00
494,72 594.88 518.90 494.72 557.80 496.00
758.87 906.17 891.00 846.96 928.17 933.00
43.38 48.81 46.00 43.41 46.91 45.00
=13 221.63 245.41 226.00 224.11 238.89 224.00
503.84 546.19 555.00 547.66 565.80 568.00
906.62 1069.74 916.00 921.12 1028.45 903.00
48.31 53.17 49.30 48.40 51.59 48.00
=17 200.74 232.61 203.90 201.27 220.91 195.40
501.26 555.96 541.80 534.25 562.12 526.30
790.80 925.26 910.20 857.31 937.46 950.00

Tabla 2; frecuencias de vibracién en Hertz de la viga con masa adosada.

4.1 Otras configuraciones

Se realizaron los célculos para dos configuraciones de vigas comunmente encontrados en
la literatura:

Viga biempotrada: Se calcularon los cuatro primeros coeficientes de frecuencias de
vibracion de una viga biempotrada para distintas dimensiones de masas en tres posiciones
sobre la viga. En la Tabla 3 se obtuvieron resultados para una relacion de »/[=0.05 y en la
tabla 4 para »//=0.04.

_ r /1=0.05
milm,=1
bl=c/l=0 b/=c=002 b/l=c/=004 b/=c/=0.05
11,82 12,45 13,16 13,54
=2 52,02 52,69 53,64 54,24
95,76 103,47 112,22 117,04
126,73 139,19 151,98 158,69
13,47 13,98 14,50 14,78
< =I3 45,15 47,49 50,28 51,89
86,83 91,28 96,07 98,72
151,36 162,83 175,01 181,43
15,89 16,16 16,42 16,55
- 41,40 44,25 47,45 49,18
86,49 92,33 99,33 103,44
128,11 138,72 149,99 156,08

Tabla 3: coeficientes Q de frecuencias de vibracion de la viga biempotrada con masa adosada.
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_ r /1=0.04
my/m,=1
b/l=c/l=0 bl=c/1=0.02 bl=c/=004 b/l=c/=0.05
11,82 12,45 13,16 13,54
I 55,31 55,71 56,40 56,89
95,76 103,47 112,22 117,04
141,75 152,88 164,22 170,25
13,50 14,01 14,54 14,81
<=3 45,85 48,16 50,92 52,50
96,73 99,90 103,65 105,88
156,42 167,99 180,14 186,52
15,97 16,24 16,51 16,64
S 41,47 44,29 47,47 49,19
93,43 98,16 104,18 107,82
140,56 151,11 162,03 167,98

Tabla 4: coeficientes Q de frecuencias de vibracion de la viga biempotrada con masa adosada.

Viga en voladizo: Para este caso se tomo el extremo x = 0 empotrado y el extremo x =/
libre. En las tablas 5 y 6 se muestran los primeros cuatro coeficientes de frecuencias Q para
distintas dimensiones de la masa y distintas posiciones de la misma sobre la viga.

_ r /1=0.05
mylm,=1
b/l=c/l=0  b/l=c/1=0.02 b/=c/=0.04 b/l=c/=0.05
1,55 1,59 1,63 1,65
<=l 15,43 16,00 16,62 16,94
43,26 45,34 47,72 49,06
78,01 84,65 91,93 95,87
2,36 2,36 2,36 2,36
_ 18,16 19,06 19,99 20,48
x =213
48,62 51,90 55,85 58,12
88,84 93,39 98,41 101,24
2,88 2,89 2,90 2,91
S 14,18 15,18 16,31 16,93
52,55 53,22 54,15 54,76
95,28 102,95 111,64 116,42

Tabla 5: coeficientes Q de frecuencias de vibracién de la viga en voladizo con masa adosada.

_ r /1=0.04
my/m,=1
b/l=c/1=0 b/l=c/1=0.02 b/=c/=0.04 b/l=c/=0.05
1,56 1,59 1,63 1,65
Y =lc 15,72 16,32 16,95 17,28
45,93 47,90 50,18 51,45
84,49 90,64 97,45 101,18
2,36 2,36 2,36 2,36
_ 18,44 19,37 20,32 20,82
x =21/3
48,88 52,11 56,00 58,24
98,37 101,60 105,54 107,92
2,88 2,90 2,91 2,92
I 14,19 15,20 16,33 16,95
55,67 56,06 56,74 57,24
95,28 102,95 111,64 116,42

Tabla 6: coeficientes Q de frecuencias de vibracion de la viga en voladizo con masa adosada.
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5 CONCLUSIONES

En el modelo resuelto como se expresara previamente, la masa ejerce dos efectos
contrapuestos.

Por un lado, su inercia, tanto traslatoria como rotacional, producen disminuciones en el
valor de las frecuencias naturales.

Por otro lado la hip6tesis de considerar rigido al tramo de viga en contacto con la masa
(finitud de la masa), eleva las frecuencias naturales.

En general, descontado el efecto de la inercia traslatoria que ha sido largamente estudiado
en la literatura, puede notarse que la incidencia de la rigidizacion de la viga es mayor que la
de la inercia rotatoria de la masa. Esta tendencia se invierte solo cuando la masa esta ubicada
en cercanias de nodos del modo de vibracion, donde la rotacion de la viga es alta y su
curvatura es baja.

Es por ello que cuando las dimensiones de la masa aconsejan tener en cuentan su inercia
rotatoria, debe considerarse también el efecto de rigidizacion sobre el elemento estructural al
que se encuentra adosada.

En estudios futuros, sera tema de interés determinar si al igual que sucede con la
materializacion de empotramientos rigidos como vinculos externos en este caso, dicha
materializacion se produce para una posicién distinta de la que fisicamente corresponde a los
limites de la masa adosada.

En ese sentido, se menciona el concepto de “radio efectivo” en el estudio experimental de
vibracion de placas circulares (C. A. Rossit et al, 2005 y D. V. Bambill et al, 2004)
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