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Resumen. Se describe un simulador bifasico -agua-petréleo- bidimensional, incompresible, que se ha
desarrollado para modelar un proceso de recuperacion secundaria de petréleo mediante inyeccion de
agua. El simulador representa un esquema de cinco puntos invertido, que consiste en una malla
cuadrada con un inyector en el centro y cuatro productores en los vértices. El simulador puede
aplicarse a modelar la seccion del reservorio afectada a un esquema de inyeccion de cinco puntos
como también a simular los ensayos de desplazamiento de petréleo por agua realizados en una celda
experimental de laboratorio. Para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales que rige el flujo bifasico, se aplica una técnica en diferencias finitas, el método de
Soluciones Simultaneas. El funcionamiento del simulador se verifica utilizando tanto datos de un
reservorio natural como datos medidos durante un ensayo de laboratorio en una celda experimental.
Para los datos del reservorio, tomados de la bibliografia, se compara su comportamiento con el de un
simulador trifasico, tridimensional de dominio ptblico, BOAST, que resuelve las ecuaciones de flujo
por el método IMPES. Se obtienen resultados muy similares. Para los datos de laboratorio, se logran
muy buenas aproximaciones a las mediciones experimentales de los volumenes de fluidos
recuperados.

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2634 M.A. MORELLI, M.L. FUSARI, G.B. SAVIOLI

1 INTRODUCCION

Se desarrolld un simulador bifasico -agua-petroleo- bidimensional, incompresible para
modelar un proceso de recuperacion secundaria de petroleo mediante inyeccion de agua. El
simulador representa un esquema de cinco puntos invertido (Craig, 1971), que consiste en una
malla cuadrada con un inyector en el centro y cuatro productores en los vértices.

El sistema de ecuaciones que representa el flujo bifasico agua-petréleo incompresible, a
través de un medio poroso bidimensional en coordenadas cartesianas surge de combinar la
ecuacion de conservacion de la masa con la ecuacion de movimiento de Darcy para cada fase
(Thomas, 1982). Las incognitas del sistema son las presiones y saturaciones de ambas fases.
El sistema resulta no lineal, ya que como coeficientes de las ecuaciones diferenciales
aparecen las curvas de permeabilidades relativas agua-petroleo, que son funciones de las
saturaciones. Se elige un método en diferencias finitas, basado en una formulacion implicita,
el método de  Soluciones Simultineas. La necesidad de desarrollar un simulador
incompresible surge pues los simuladores convencionales trifasicos presentan problemas al
considerar nulas las compresibilidades de los fluidos (Aziz and Settari, 1985). Por ejemplo,
las formulaciones semi-implicitas, como IMPES (Implicito en Presion, Explicito en
Saturacion), presentan problemas de singularidad del sistema de ecuaciones algebraicas
resultante de la discretizacion.

La base del método de Soluciones Simultaneas es lograr que las ecuaciones diferenciales
queden expresadas en términos de las presiones de las fases. Para lograrlo, es fundamental
introducir el concepto de presion capilar. La presion capilar representa la interaccion de las
fases fluidas con la roca-reservorio. Se define como la diferencia de presion entre la fase no
mojante y la fase mojante y también depende de las saturaciones de las fases (Dawe et al,
1992). Entonces, se aplica un cambio de variables, utilizando la relacion conocida entre la
saturacion de agua y la presion capilar. Esta relacion funcional es particular para cada
conjunto de datos.

Para realizar la simulacion numérica se define una grilla cuadrada con una cantidad impar
de nodos. A las ecuaciones expresadas en términos de presion se les aplica un esquema en
diferencias finitas atrasado en el tiempo y centrado en el espacio. Se obtiene asi un sistema de
ecuaciones algebraicas no-lineales. El sistema se resuelve linealizando en distintas etapas
pero cuya idea basica es nuevamente aplicar el cambio de variables de saturacioén a presion
capilar.

El simulador puede aplicarse a simular la porcion de reservorio afectada al esquema de
cinco puntos, ensayos piloto en campo o ensayos de desplazamiento de petrdleo por agua
realizados en una celda experimental de laboratorio.

2 MODELO MATEMATICO

Las ecuaciones diferenciales que rigen el flujo bifasico incompresible agua-petréleo a
través de un medio poroso bidimensional (coordenadas cartesianas (x, y)) surgen combinando

(Thomas, 1982) la ecuacidon de conservacion de la masa con la ecuacion de movimiento de
Darcy para cada fase,
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son las transmisibilidades de las fases agua (w) y petroleo (o) en las direcciones x € y.

Las variables dependientes son las presiones y saturaciones de cada fase: p.(x,),1),
Po(x.y,8), Su(x,,1), So(x,,1).

Los parametros son la permeabilidad absoluta en las direcciones x ¢ y , k_,k , las

xo My

permeabilidades relativas, &, , k, , la porosidad, ¢, las viscosidades, x, , u, , los factores de

ro % "rw?

volumen, B,, B,,  y la presion capilar P.. Los parametros que se suponen constantes son

o, u,,u,, B, By. Encambio, k,,k,  y P son funciones de la saturacion, por lo

x’ y’ ro > Vrw

que el sistema resulta no lineal. Los términos fuente y sumidero, ¢, , ¢, representan el caudal

volumétrico por unidad de volumen de cada fase. Las ecuaciones 1 a 4 describen
completamente el proceso.

Las condiciones iniciales y de contorno fueron seleccionadas de modo de reproducir la
forma en que se lleva a cabo el ensayo de laboratorio:

Inicialmente se conoce la distribucion de presiones y saturaciones

Po(x.,0), So(x.,0). (5)
En los contornos, se impone la condicion de flujo nulo

do =qw =0. ()

Los caudales de inyeccion y produccion se modelaran a través de los términos fuente y
sumidero ¢,, g, de las ecuaciones diferenciales.

3 RESOLUCION NUMERICA DEL MODELO MATEMATICO

El sistema de ecuaciones (1)—(4) con condiciones iniciales (5) y condiciones de contorno
(6) se resuelve por diferencias finitas aplicando el método de Soluciones Simultaneas.

Se elige una grilla cuadrada con una cantidad N impar de celdas tanto en la direccion x
como en la direccion y. El pozo inyector esta ubicado en el centro (NM,NM), NM=(N+1)/2 y
los productores en los vértices (1,1),(1,N),(N,1) y (N,N), como se muestra en la Figura 1.
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(1,1) (1,N)

(NM,NM)

N,1) (N,N)

Figura 1: Grilla bidimensional

La base del método SS es formular las ecuaciones diferenciales en términos de las
presiones de las fases. Para lograrlo se reescriben las derivadas temporales de la saturacion
utilizando el hecho de que la presion capilar P, es funcion de la saturacion. Asi, el término de

la derecha de las ecuaciones (1) y (2) se puede escribir

aSl_dSl 8PC_dSl Gpo_apw Z—WO
ot dP. ot dP.\ ot ot o

Discretizando las ecuaciones (1) y (2) en (i,j) y n+1, se obtiene

- 1n+l
1 Pl —pl; pli,—ply;
E _(/le )i+%, j [ijjj - (//i’xl )i—%, J [ijjj_
- 1n+l 7)
1 pli’ i+l _pli,‘ pli,‘ _pli, i1 (
+ Iy _(/1}7] )i,jJr; [jijJ - (/Iyl )i,j—;( ’ Ay ’ J_

n+l
:{id&(@po_apwj_’_ql} l=w,o0.

B, dP.\ ot ot g

Multiplicando la ecuacion (7) por V=AxAyAz y discretizando las derivadas temporales en
atraso, se obtiene
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AB, ( aP. j,- ,- (ot = por )= G = i - 0
Las condiciones de flujo nulo son equivalentes a (Aziz & Settari, 1985)
+ n+ 71+ (10)
(Txl) 1_0 (rvl)Nll,:() (Tyl) 1_0 (T}I)N _0 l:W’O'
2 2 2 +2

Con la formulacién (9), P"" = (pw/;', po!i', pw/s', pols' ..., pwi'y, por'y) son las 2N’
incognitas.
La ecuacion (9) se puede escribir en forma matricial como
n+l pn+l __ n+l n+tl _ pn n
TP = D™ (P - P )+ 0" 1)

Las matrices 7'y D se describen a continuacion.

3.1 Matriz T

Es una matriz simétrica de NxN bloques, donde cada bloque es de dimension 2N *x2N. Los
bloques no nulos son los correspondientes a los bloques diagonal y subdiagonales superior e
inferior.

F' ' G'" 0 0
G' F* G° 0
0 G* F* G’
0 0 G F*

T =

donde
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S 0 fis 0
|0 S0

foo 0 S0,

0 fiu O [,

fL,L = _(wa )i—%,j - (wa )i+%,j - (Tyw )i,j—% - (Tyw )i,j-*—% >
fL+1,L+1 = _(ZVO )i—l,j - (T)m )i+i,j - (Tyo ) 1= (Tyo ),',]q.l ’
2 2 2

l,j—E
fL,L+2 = (Tyw) 1

l,j+5
fL+1,L+3 = (Tyo) 1

i s
I

donde L = 2((i-1)N+j)-1

y

gL,L = (wa )i+l,j

2

gL+1,L+1 = ( X0 )i+i,j
2

Las transmisibilidades 7y y T, se evaluan 1 punto upstream.
La matriz T es singular, ya que la suma de los elementos de cada fila es cero.

3.2 Matriz D

Es una matriz “diagonal” en bloques de 2x2 que resultan:
+1 n+l

ds,, ] {dSW j
V_(I) [ dP, i dP., i

AtB dSW n+l ) dSW n+l
dP, dP,

i, i,j
1
s, \" , , . (as; Y
Las | — se aproximan en el tiempo ¢ por | — | .
PC PC

i,j i,j

Las filas de la matriz D son linealmente dependientes.
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3.3 Calculo de la matriz T

. +1 e e eqe . .
Para obtener la matriz 7" se deben evaluar las transmisibilidades en (n+1), lo que implica
+ . + +
conocer el valor de S/ que es incognita. Por lo tanto se reemplaza 7,,""" 'y T W "' por una
aproximacion de primer orden en el tiempo #:

n+ n d(TX )Z n+ n
(Txl )i,jl = (Txl )i,j + d]ljc ’ (Pci,jl _Pci,j) l[=w,o, )
dr,)
) =), g e ) =

c

y se reemplaza en la ecuacion (8). A modo de ejemplo, se muestra como resulta el primer
sumando del miembro izquierdo de (8):

d(Txl ):: +
( xI ),+/] —zj(Pc:-}/ Cl+/ ) (Pllnjlj - PI,HI) (13)

Este sumando se “linealiza” de la siguiente manera

( xl )”'// ( n+l p" ) n+l n+l
( x/ )H/j cH/j ci+%,j ( ll+1j _Pli,_/ )
(14)
d(T, )., .
n+l n+l Y ) n+l n n
( ),+/J(Plz+1j _Pl ) 4P (Pc’i+%,j Cl+/]XPll+lj - li,j) .
Notar que cuando se distribuye (Pll":ll ;=PI ”“) en el segundo sumando se evalua en n en

lugar de evaluarlo en n+/. De esta manera se evita que las incognitas aparezcan en una
relacidon no-lineal.

Reemplazando (13) en (8), operando, reordenando y sacando factor comun las
componenetes del vector incognita (P*™' - P”), se obtiene la siguiente expresion matricial
(Morelli-Fusari-Savioli, 2006, Comunicacion Interna)

TnPn+l + (TP)H (Pn+1 _Pn) — Dn (Pn+1 _ Pn)_+_ QVH—I )

3.4 Matriz TP

De la misma forma que 7, la matriz TP esta formada por NXN bloques de dimension
2Nx2N

H 0 0 0

o | He 00
0 I, H, 0

o 0 I, H

4 4

Ademas, los bloques H;estan formados por N bloques de 2x2, en la diagonal,
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D) i) (] )
df)c iy i+l,j L] dPC Hy ; i+l,j L

2 5
dT ., ) ar,, ) )
dé oy (p Wijs1 = PWi; ) + ( d}:c l’ﬁ% (PWi,_/+1 —PWi, )
aT, " po” dT, ) )
ch le’j (p0,+1,/ pO,,/) ( dPL ]H%J (p0i+l,j _poi,j)
ar,, ., ar.
dP. ol (POi,j+1 pOi,j) +( dl;c ]LH% (pol.’fj+l - pol.’fj)

y N-1bloques de 2x2en la subdiagonal inferior.

dT , ., .
&

dT’ ) n n
[d—;)ml/% (pwi,j e )

c

2

dT
[d—J (pot, - por,.)
A

c

—(dT“w] (po.”. — po!". )
drp, Y v !

2

Los bloques /; son matrices diagonales en bloques 2x2

_ (ZZW j (pWZ ;T DPWi, )
c j—y i

(dewj (pwfl. - pwi, )
d])c i_%vj L =LJ

2:]

(dT”J (por, ~ po’’,,)
d})c i_%,j 5] 5]

(5] por o)

dr,

-1,

La matriz TP es singular pues la suma de las filas es 0.

4 SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER

Por todo lo anterior, el sistema a resolver resulta:

TnPrH—l + (TP)H (Pn+1 _ Pn) — Dn (Pn+l _ Pn ) + Qn+l )

Restando en ambos miembros 7"P”, se obtiene:

( n +(TP)n — D" Pn+1 _Pn) — _T"p" +Qn+l )

(15)

(16)

Hasta aqui, 4=T" +(TP)" —D" seria la matriz del sistema, (P""' —P") la incognita y

, . . . , +1 . . .,
B=-T"P" +Q"" el término independiente. Como Q esta evaluado en """, su discretizacion

se describe a continuacion.
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4.1 Discretizacion de Q™"

El vector Q" :( wl’ffl,Qoffl”,Qw{fgl,...,Qol”j\},...,Qw]"vfll,Qol’i,fll,...,Qw;’,f]l\,,Qog’,f}v) es nulo
excepto en 10 lugares correspondientes a la celda (NM,NM) donde esté el pozo inyector y a
las celdas (1,1),(1,N),(N, 1),(N,N) donde estan los pozos productores (Figura 1).

Como en el lugar (NM,NM) se inyecta agua, Qonynu=0y Ownunu=0W, siendo QW el
caudal de inyeccion.

En los pozos productores, se considera que se extrae a presion dinamica de fondo P,y
constante. Asi, usando la ecuacion de Darcy

k(s 17
ln+1 :P]D rl( w)(f)lnﬂ _P‘W)
B,
donde, (Fanchi, 1997)
PID = %
In(r, /r,)+S
Entonces

ln+1 — krl(Sw)PID(PII'HI _P]n)+ krl(SW)PID(Pln _ow) , (18)

B, B,
(19)

n+l n krl (SW ) n+l n
= ———==PID\P"" — P" ).
! Ql + /,IIBI ( i / )

El valor O, se puede calcular pues P" es conocida. En el segundo sumando aparece la

incégnita (P,"Jrl - P,”) por lo que se incorpora a la matriz 4 del sistema (16).

5 RESULTADOS NUMERICOS

El simulador desarrollado se verifica con dos conjuntos de datos.

1.- Datos correspondientes a un reservorio natural tomados de la bibliografia. Se compara su
comportamiento con el de un simulador de dominio publico, BOAST, (Fanchi et al, 1982)

2.- Datos experimentales de un ensayo de desplazamiento de petréleo por agua realizado en
una celda bidimensional de laboratorio (Al-Marhoon et al, 1999)

5.1 Comparacion con el simulador BOAST

Con el objetivo de wverificar el funcionamiento del simulador, se compar6 el
comportamiento del mismo con el de un simulador de dominio publico, trifdsico (agua,
petrdleo y gas) y tridimensional, BOAST, que resuelve las ecuaciones de flujo por el método
IMPES (implicito en presion, explicito en saturaciones).

En ambos simuladores se utilizaron los datos de entrada de la Tabla 1, tomados de
Letkeman and Ridings, (1970)
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Descripcion Simbolo | Valores
Longitud del reservorio en las direcciones x e y L 439 m
Espesor del reservorio h 6.1 m
Porosidad ¢ 0.28
Permeabilidad absoluta en la direccion x k, 5.10"*m?
Permeabilidad absoluta en la direccion y ky 5.10""m’
Viscosidad del agua m 0.0005 kg/m.s
Viscosidad del petroleo Lo 0.0007 kg/m.s
Saturacion de agua connata Swe 0.15
Presion inicial del reservorio Di 2.76.10" Pa
Caudal de inyeccion de agua Qi 0.00184 m’/s

Tabla 1: Propiedades de la roca y los fluidos de un reservorio natural

Ademas en las Figuras 2 y 3 se muestran las funciones de permeabilidades relativas y
presion capilar en funcion de la saturacion de agua.

0.9 " ——Krw [
0.8 A\ —®—Kro ||
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0- ‘ ‘ ‘

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Saturacion de agua

Permeabilidad relativa

Figura 2: Curvas de permeabilidades relativas
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Figura 3: Curva de presion capilar

Los resultados obtenidos con ambos simuladores se muestran en las Figuras 4 a 7.
En las Figuras 4 y 5 se representan, respectivamente, la presion dinamica de fondo y la
saturacion de petrdleo en funcidon del tiempo, correspondientes al pozo inyector que se
encuentra ubicado en el centro de la grilla.
La Figura 6 muestra la variacion de la saturacion de petroleo con el tiempo, en cada uno de
los cuatro productores,que se encuentran en los cuatro vértices de la grilla que representa la
porcion de reservorio que se simula.
En la Figura 7 se observa, para cada uno de los cuatro productores, la variacion del caudal
de petréleo a lo largo del tiempo.
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Figura 4- Presion dinamica de fondo en el pozo inyector

Figura 5-Saturacion de petrdleo en el pozo inyector

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar




2644 M.A. MORELLI, M.L. FUSARI, G.B. SAVIOLI

Productor 1 Productor 2

1 1
0.9 0.9 1
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0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0
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Figura 6- Saturacion de petroleo en los pozos productores

Como puede observarse en todas las Figuras, el comportamiento de ambos simuladores es
muy similar, quedando validados los resultados obtenidos con el simulador desarrollado, que
utiliza el método de Soluciones Simultaneas.
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Figura 7-Caudal de petroleo en los pozos productores.

5.2 Comparacion con los datos experimentales de la celda

Se compard los resultados obtenidos con el simulador con mediciones de laboratorio
realizadas durante el desplazamiento de petréleo con agua en una celda experimental (Al-
Marhoon et al, 1999). El simulador se aliment6 con los datos de la Tabla 2.
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Descripcion Simbolo | Valores
Longitud de la celda en las direcciones x e y L 0.2m
Espesor de la celda h 0.01 m
Porosidad @ 0.40
Permeabilidad absoluta en la direccion x ky 0.16.10°m?
Permeabilidad absoluta en la direccién y ky 0.16.10"m’
Viscosidad del agua m 0.0014 kg/m.s
Viscosidad del petréleo Lo 0.0014 kg/m.s
Saturacion de agua connata Swe 0.15
Presion inicial Di 101325 Pa
Caudal de inyeccién de agua O 0.83.10" m’/s

Tabla 2. : Propiedades de la celda de laboratorio (Al-Marhoon et al, 1999)

Las curvas de permeabilidas relativas se aproximaron por los siguientes modelos
potenciales, que son ampliamente aceptados (Lake, 1989),

2.16 2.81
Sw_ch k. =095 SW_SWC
1-s,.-8,) =" 1-S,.-S,,

wc wc

k,,, = 0.187(

y la curva de presion capilar se aproximo por la siguiente expresion
P, =0.1127(S, ).

En la Figura 8 se muestran los datos experimentales, los resultados obtenidos por nuestro
simulador numérico y la simulacion realizada por Al-Marhoon et al. (1999) con el simulador
comercial ECLIPSE. Los datos estan expresados en forma adimensional: en ordenadas se
muestran los volumenes porales producidos (volumen de petroleo producido por unidad de
volumen poral) y en abcisas volumenes porales inyectados (volumen de agua inyectado por
unidad de volumen poral). Se puede observar que los resultados de nuestro simulador logran
una mejor representacion de los datos experimentales.
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Figura 8: Comparacion con los resultados experimentales y numéricos del trabajo de Al-Marhoon et al. (1999)
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6 CONCLUSIONES

Se desarrolld un simulador bifasico -agua-petroleo- bidimensional, incompresible que
modela un proceso de recuperacion secundaria de petréleo mediante inyeccion de agua. El
simulador representa un esquema de cinco puntos invertido, que consiste en una malla
cuadrada con un inyector en el centro y cuatro productores en los vértices. El simulador puede
aplicarse a simular la porcién de reservorio afectada al esquema de cinco puntos, ensayos
piloto en campo o ensayos de desplazamiento de petroleo por agua realizados en una celda
experimental de laboratorio. Para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales que rige el flujo bifésico, se aplica una técnica en
diferencias finitas, el método de Soluciones Simultaneas. El funcionamiento del simulador se
verifico utilizando tanto datos de un reservorio natural como datos medidos durante un ensayo
de laboratorio en una celda experimental. Para los datos del reservorio, tomados de la
bibliografia, se compar6 su comportamiento con el de un simulador trifasico, tridimensional
de dominio publico, BOAST, que resuelve las ecuaciones de flujo por el método IMPES,
obteniéndose resultados muy similares. Para los datos de laboratorio, se lograron muy buenas
aproximaciones a las mediciones experimentales de los volimenes de fluidos recuperados,
mejorando la aproximacion numérica de un simulador convencional.
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